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Capitulo 2

Estimacion puntual

1. Introduccion

En numerosas ocasiones, al realizar un estudio estadistico se cono-
ce la estructura de la poblacién que se pretende estudiar, con la salvedad
de los pardmetros que la caracterizan. Por ejemplo, la utilizacién de un
aparato de medida objetivo garantiza, en general, que las mediciones
obtenidas tendran una distribucién Normal, de la que se desconoceran
sus parametros: media y desviacién tipica. El objetivo que se persigue
con las técnicas de estimacion es el determinar de la forma més precisa
dichos parametros, de modo que la distribucién quede completamente
especificada.

En este capitulo y en los dos siguientes se abordara la Inferencia
Estadistica desde un punto de vista paramétrico, es decir, se parte del
conocimiento (salvo pardametros) de la distribucién de probabilidad que
rige la poblacién bajo estudio. De esta forma, se considera una pobla-
cién cuya funcién de distribucién es Fy(z), donde § € R* es un vector
de parametros desconocidos. En esta situacion, el problema es cuanti-
ficar lo més exactamente posible el valor de 6 a partir de una muestra
de tamafio n. La rama de la Estadistica que se dedica a estudiar este
tipo de problemas se llama Teoria de la Estimacion, existiendo dos en-
foques diferentes para llevar a cabo dicho estudio: la estimacion puntual
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v la estimacion por intervalos. En la primera, se estiman los pardme-
tros a través de valores numéricos, mientras que en la segunda, queda
garantizada su pertenencia a una regién con un margen de seguridad
prefijado.

Este capitulo se centra en la estimacion puntual, si bien, la mayoria
de los conceptos son generales y se utilizan también en la estimacion por
intervalos y en el contraste de hipdtesis.

A efectos de notacién se hard referencia a las caracteristicas de
la muestra con letras latinas, mientras que las de la poblacién se desig-
naran, en general, con la correspondiente letra griega. Asi, por ejemplo,
la varianza muestral serd S2, mientras que la poblacional se identifi-
card por o; con la media muestral seguird utilizandose la notacién usual,
X, mientras que la poblacional se denotara por . El objetivo que se per-
seguird a lo largo del capitulo es el de obtener valores lo més precisos
posibles de los parametros desconocidos del modelo probabilistico.

2. Estadistico, Estimador y Estimacién

Un estadistico T'(X), es una funcién de las variables muestrales que
no depende de pardmetros desconocidos. Se trata pues de una variable
aleatoria, la cual tiene una distribuciéon que se denomina distribucién en
el muestreo. El estadistico puede considerarse como un resumen o una
compresion de la informacién suministrada por la muestra y, obviamente,
va a ser mas manejable que ésta. Nétese que puede ocurrir que en ese
resumen se pierda alguna posible informacién que pudiera contener X
acerca de los pardmetros desconocidos. Por ello, el objetivo perseguido
es que el estadistico T'(X) sea tal que el resumen que lleve a cabo se
produzca sin pérdida de informacién relevante sobre los pardmetros.

Dentro del conjunto de estadisticos destacan los estimadores, que
son aquellos estadisticos que se construyen con la intenciéon de estimar
un parametro de la poblacién y que, consecuentemente, debe reunir con-
diciones que lo hagan deseable en algin sentido. Mas adelante se daran
criterios de bondad de un estimador.



2.3 La funcion de verosimilitud 13

Una estimacion es el valor numérico que toma el estimador para
una muestra concreta.

Ejemplo 2.1 Sea X una variable aleatoria que sigue una distri-
bucion Normal de media desconocida, p, y varianza
02. La funcién T(X) = X, es decir, la media mues-
tral, es un estadistico y estimador de la media u
de la poblacién. Si se toma la muestra x; = 2’5,
x9 =2, x3 = 34, x4 = 1'5, x5 = 4, el valor numéri-
co T = 268 es una estimacion de p.

La necesidad de definir los estadisticos se debe a que, aunque con
la muestra se ha reducido bastante la dimensién del problema, el exce-
sivo tamano de ésta obliga a comprimir ain mas la informacién para
obtener respuestas a las preguntas que puedan hacerse y, de esa forma,
completar el proceso inferencial. El objetivo que se persigue al definir los
estimadores es el de resumir la informacion muestral, en aras, de obtener
valores préximos a los verdaderos valores de los parametros desconocidos
de la distribucién de la poblacion.

3. La funcion de verosimilitud

Sea X una variable aleatoria continua cuya distribucién viene dada
por una funcién de densidad fy, donde 6 € R* es un vector de pardmetros
desconocidos. Para una muestra z extraida de dicha poblacién, se define
la funcion de verosimilitud como:

L(z,0) = fQ(Q)’

que en el caso de una muestra aleatoria simple toma la forma
n

L(z,0) = fo(x) = Hfg(xi)-

Si la variable aleatoria es discreta la funcién de verosimilitud se define de
forma analoga, cambiando la funcién de densidad por la de probabilidad.

Se ha de hacer notar que la verosimilitud varfa en los pardmetros
mientras que la muestra permanece constante. La importancia de dicha
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funcién queda perfectamente ilustrada en el caso de que la poblacién
bajo estudio sea discreta, ya que en tal caso la funcién de verosimilitud
expresa la probabilidad de obtener una muestra en funcién del vector de
parametros 6.

4. Suficiencia

Anteriormente se ha comentado que los estadisticos realmente su-
ponen una compresion o resumen de la informacién suministrada por
la muestra, por ello, seria ideal que el estadistico contuviera toda la
informacién relevante que posee la muestra respecto al pardametro que
se estd estimando. Si ocurre esto, se dice que el estadistico es suficien-
te para dicho parametro. Formalmente, ello supone que la distribucién
conjunta de la muestra condicionada al estadistico, es independiente del
parametro.

La caracterizacion de la suficiencia de un estadistico se hace a
partir del criterio de factorizacion de Fisher—Neyman, que dice que dada
una m.a.s., X, se tiene que un estadistico, T'(X), es suficiente para 6 si
la funcién de verosimilitud admite la siguiente descomposicion:

L(z,0) = g(T(x),0)h(z),

donde g es una funcién no negativa, tanto del estadistico como del vector
de parametros, y h es una funcién no negativa exclusiva de los valores
muestrales.

Ejemplo 2.2 De una poblacién distribuida segiin una Bernouilli
de parametro p se extrae una m.a.s. de tamano n.
Se trata de encontrar un estimador suficiente para
el parametro p. Para ello se considera la funcién de
verosimilitud

L(z,p) = DPpl(X1,....,Xpn) = (x1,...,24)]
PP[XI :xl]"'Pp[Xn:mn]

p(1—p)l=or . p™ (1 —p)l=n
pEi= (L — p)r i,

Por el criterio de factorizacién, tomando

t=T(2) =Y @ hiz)=1
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y
gt.p) = p'(A-p)",
se obtiene que Y | X; es un estimador suficiente
para p.
5. Propiedades de los estimadores

Puesto que para un mismo parametro pueden existir varios esti-
madores, a continuacién se analizan una serie de propiedades que serian
deseables para un estimador y que permiten elegir, entre dos de ellos, el
mejor.

5.1. Estimador insesgado

Una propiedad deseable para un estimador es que su valor medio
sea igual al parametro que se quiere estimar. Dicha propiedad se llama
insesgadez. Formalmente, un estimador T'(X) es insesgado o centrado
para un parametro 0, cuando E[T(X)] = 6.

Ejemplo 2.3 La media muestral es un estimador insesgado pa-
ra la media poblacional u, cualquiera que sea la

distribucién de la poblacién, ya que E[X] = u.

Si se verifica que E[T'(X)] = 6 + b(0) el estimador sera sesgado o
descentrado, siendo b(f) su sesgo, excentricidad o error sistematico. Es
interesante que un estimador sea insesgado porque tomara valores que
estaran alrededor del valor del parametro 6.

Ejemplo 2.4 Sise considera la varianza muestral como estima-
dor de la varianza poblacional, puede comprobar-
se que se trata de un estimador sesgado, ya que
E[S?] = 162, siendo su sesgo —2o?. Para de-
mostrarlo, hay que tener en cuenta que la varianza
muestral puede escribirse de la forma:
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n JE—
Z(Xi—XJrM—M)Z

n
n

S (X )~ (X —w)*.

=1

1
n

Desarrollando el cuadrado se obtiene

i=1
Calculando la esperanza de la varianza muestral a
partir de la expresién anterior se tiene que

BIS?) = jl(ZEKXi—M—nE[(X—u)Z]).

Teniendo en cuenta que la muestra es aleatoria sim-

ple y que la media muestral verifica que E[X]| = p
y que V[X] = %2, se tiene que la primera de las
esperanzas que aparecen en el segundo miembro
es, para todo i, E[(X; — u)?] = 0? y la segunda,

E[(X —p)? = %2, con lo que se llega a

2
E[S?] = ! (n02 — na) = L_IJQ.
n n n

Ahora bien, si se considera la cuasivarianza mues-
tral como estimador de la varianza poblacional en
vez de considerar la varianza muestral, se llega a
que éste ultimo es insesgado. Para ello, basta tener
en cuenta que la cuasivarianza se puede expresar en
funcién de la varianza como S? = -+ S, entonces
su esperanza viene dada por:

n—1
n n-—1
= 0% = o2
n—1 n

BlS?2] = E[ z 52]
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Cuando el sesgo b(0) es tal que lim b(f) = 0, se dice que el esti-
n—oo

mador es asintoticamente insesgado.

Ejemplo 2.5 Anteriormente se estudié que la varianza muestral
era un estimador sesgado de la varianza poblacio-
nal, siendo su sesgo b(c) = —%02. Se observa que
cuando n — oo el sesgo b(o) — 0. Con lo cual,
se tiene que la varianza muestral es un estimador
asintéticamente insesgado del pardmetro o.

5.2. Estimador eficiente

Puesto que lo que se intenta es obtener el valor del parametro a
través de un estimador, que es a su vez una variable aleatoria, una pro-
piedad que también seria deseable es que la varianza de dicho estimador
fuese lo mas pequena posible, dicha propiedad se denomina eficiencia.
Se dice que un estimador T4 es mas eficiente que otro T9, cuando ocurre
que Var(T;)<Var(T2). Un estimador es eficiente, en términos absolu-
tos, cuando alcanza la llamada Cota de Frechet—Cramer—Rao, que para
muestras aleatorias simples viene dada a través de la expresién

[BE[(;FG@)]F

2 )
Olog fo(X)
e | (=) ]
donde el denominador de la expresién anterior se conoce como cantidad
de informacion de Fisher, 1(0).

v(T) >

Observacién 2.1 Para poder aplicar esta cota es necesario que se cum-
plan ciertas condiciones de reqularidad de fo(x). Son las conocidas con-
diciones de reqularidad de Fisher—Wolfowitz:

1. El campo de variacion de la poblacion de la cual se extrajo la mues-
tra es independiente del pardmetro 6, y por tanto, la muestra tam-
bién lo es.

2. Existen, al menos, las dos primeras derivadas respecto al pardme-
tro 6 de la funcion L(X,0).



18 Capitulo 2. Estimacion puntual

3. La derivacion e integracion, asi como la suma en el caso discreto,
son operaciones intercambiables.

Cuando un estimador es mas eficiente que otro pero a su vez tiene mas
sesgo, en general, se decide por aquel que tenga menor error cuadratico
medio (ECM). El error cuadrdtico medio de un estimador se define como:

ECM(T) =E[(T —0)*] = V[T]+ (0 — E[T])* = V[T] + b(6)?,
es decir, la varianza del estimador mas el cuadrado del sesgo.

Ejemplo 2.6 Se quiere estimar el pardmetro A de una Poisson
mediante la media de una muestra de tamano n.
. Es la media un estimador eficiente?
La varianza de la media muestral es V[X] = 2

y la esperanza E[X| = A. Calculando la Cota de

Frechet—Cramer—Rao:
OEX]\"
o\

E [(310%?(2())2] '

CFCR =

Se tiene que

log P\(X) = —A+zlog)—log(x!)
y su derivada respecto a A
alogP,\(X)_ r -
DN

luego el denominador queda

- [<BlogP>\(X)>2] E[(X — A2

B\ - TR
_V[X]

_ A

2N

y la Cota de Frechet—Cramer—Rao
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CFCR = ! = A

B [<8logaz}<x>>2] n

Como la varianza del estimador es igual a % se

)
tiene que éste es eficiente.

5.3. Estimador consistente

Cuando un estimador no es insesgado se le exige que al menos sea
consistente. Existen diversas definiciones de consistencia, en funcion de
la convergencia que se utilice. Aqui se entendera que un estimador es
consistente cuando:

1. lim BE(T,) =0

n—oo

2. lfm V(T,) =0

n—oo

conociéndose dicha consistencia como consistencia en probabilidad.

Ejemplo 2.7 La media muestral es un ejemplo de estimador

consistente de la media poblacional u: E[X|=py

por tanto lim E[X]| = p y V[X] = %2, con lo que
n—oo .

se tiene que lim V[X] = 0.
n—oo
6. Métodos de obtencion de estimadores

A continuacion, se estudian dos métodos que van a permitir ob-
tener estimadores con unas cotas de bondad razonablemente buenas en
relacion con las propiedades que se acaban de describir. El primero de
ellos, llamado método de los momentos, se basa en la correspondencia
entre las caracteristicas de la poblacion y las de la muestra. El segundo,
denominado de mdzima verosimilitud, se apoya en la funcién de verosi-
militud definida anteriormente.
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6.1. Meétodo de los momentos

Sea X una variable aleatoria tal que existen los r primeros mo-
mentos poblacionales con respecto al origen y cuya distribuciéon de-
pende de una serie de pardametros 61,...,60; desconocidos. En el ca-
so de que el pardmetro i-ésimo se pueda expresar en funciéon de los
r primeros momentos poblacionales con respecto al origen, es decir,
0; = gi(aq,...,a,), para una muestra (Xi,...,X,) el estimador ob-
tenido a través del método de los momentos para dicho parametro viene
dado por éZ(X) = gi(a1,...,a,), donde

n
>_Xi
as = E[X]]  as= %

Propiedad 2.1 Los estimadores obtenidos por el método de los momen-
tos son consistentes, aunque, en general, no son insesgados ni tienen
varianza minima.

Ejemplo 2.8 Se quiere estimar la media y la varianza de una
N(u,0) por el método de los momentos. Se sabe
que p = E[X] = a1, luego un estimador para ji por
el método de los momentos resulta de sustituir o
por ai, asi

n

>

ﬂ:alziZI :Y
n

En cuanto a la varianza, se sabe que
ay =E[X? =0+ p® = o?=ay—pu?

luego sustituyendo ag por as y u por su estimador,
se tiene que un estimador de o por el método de
los momentos viene dado por:

> x:
= X2

n

5’2
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6.2. Método de maxima verosimilitud

Este método ofrece generalmente mejores resultados que el ante-
rior. En la misma situaciéon se construye la funcién de verosimilitud,
L(z,0), viniendo dados los estimadores maximos verosimiles por aque-
llas expresiones del vector de pardmetros, §, con § € R*, que hacen
maxima dicha funcién. Por ser positiva y coincidir sus maximos con los
de su logaritmo, el método se reduce a buscar la expresién del vector de
parametros, 6, que haga méxima la funcién log L(z, ).

Propiedad 2.2 Los estimadores mdzimo-verosimiles (M.V.) son asin-
toticamente insesgados, asintoticamente Normales y de existir un esti-
mador eficiente éste es el mdximo—verosimil.

Ejemplo 2.9 Sea X una variable aleatoria que sigue una B(p).
Para encontrar el estimador maximo—verosimil pa-
ra p, se construye en primer lugar la funcion de
verosimilitud:

L(z,p) = pXi=i®i(1—p)n—2iaas,
Si T'(z) es tal que
méx L(z,p) = L(z,T(z)),
P
entonces también se verifica que

méx log L(z,p) = logL(z,T(z)).
p

De esta forma, se tiene que
n n
log L(z,p) =Y _zilogp+ (n— > x;)log (1 —p),
i=1 =1

luego

OlogL{z,p) = =1 _
Op D I=p

n n
E €Ty n— E I,
i=1 o
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1 n
De donde se obtiene que p = — Z ;.
n -
=1
A continuacion, habria que comprobar que para ese
valor de p la funcién log L(z,p) alcanza un mdxi-

9%log L(z,p)
ap?

mo. Se puede probar que < 0 y por

1 n

tanto, T(X) = — ZXi es el estimador maximo—
et

verosimil de p.

7. Estimacién de parametros en poblaciones Normales

Puesto que la mayoria de problemas que se abordan en la Inferen-
cia Estadistica asumen la hipétesis de normalidad de la poblaciéon bajo
estudio, a partir de ahora, se le va a dar un trato diferenciado, particula-
rizando cualquier estudio para esta distribucién. Sea pues X una variable
aleatoria con distribucién N(u,0). Los estimadores maximo—verosimiles
de los parametros p y o son, respectivamente, la media y la desviacién
tipica muestral, con las propiedades que les confiere el método utilizado.
Se trata ahora de estudiar las distribuciones de ambos estimadores.

No obstante, antes de continuar con esta cuestion, se hara un inciso
para estudiar una serie de distribuciones que se derivan de la Normal.

7.1. Distribuciones derivadas de la Normal

Las distribuciones derivadas de la Normal tienen gran importancia
en la Inferencia Estadistica, ya que serdn las distribuciones de una amplia
familia de estimadores. Todas ellas se obtienen como combinacién y/o
promedios de variables Normales, estan tabuladas y se caracterizan sélo
por el nimero de Normales tipificadas que entran en su composicion; a
dicho nimero se le llama grado(s) de libertad, justificAndose este nombre
por los motivos que se desarrollaran en los préximos temas.

7.1.1. Distribucion Chi—cuadrado

Sean Z1, Za, ..., Zn, n variables N (0, 1) independientes, la variable
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X2 definida como
Xe=22472+.-- -4+ 72

sigue una distribuciéon Chi—cuadrado con n grados de libertad. Dicha
variable puede interpretarse como el cuadrado de la distancia euclidea
desde el origen de coordenadas al punto (Zy, Zo, ..., Z,). La variable se
caracteriza Unicamente por el nimero de Normales tipificadas que entran
en su composicién y la independencia de éstas hace facil el célculo de
los momentos. Asi

EX2=n y V[ =2n

0’1

0
0 10 20 30 40

Figura 2.1: Distribuciéon Chi—cuadrado

La funcién de densidad de la distribucién Chi—cuadrado es asimé-
trica, siendo sélo distinta de cero para valores positivos de la variable.
Tiene una asintota cuando los valores tienden a infinito y para n > 2
tiene forma campaniforme.

Propiedades 2.3

1. La distribucion Chi—cuadrado es un caso particular de una dis-
1 n

tribucion Gamma, en concreto, es una I'(5,%5). Recuérdese que
X ~T(a;p) si tiene como funciéon de densidad
a? e—ax$p—l
flz) =49 T(p)
0 stx <0

stx >0
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2. La funcién caracteristica de un x2 es @(t) = (1 — 2it)" 2.

3. La suma de dos Chi—cuadrado independientes con ny y ne grados
de libertad es una nueva variable Chi—cuadrado con ny +ngy grados

de libertad.

4. Cuando n es mayor que 100 se verifica la siguiente aproximacion:

V2x2 2 NW2n—1,1).

Ejemplo 2.10 La velocidad (cm/seg) de un objeto de masa 1 Kg.,
viene dada por una variable aleatoria V que sigue
una N(0,25). Si K = ’”TVZ, donde m es la masa del
objeto, es la variable aleatoria que representa la
energia cinética de dicho objeto, se pide calcular la
probabilidad de que la energia cinética sea menor
que 200.

Puesto que m = 1, se tiene que

P(K <200) = P (™ <200)
— V2 _ 200-2
= Pl < 625>

= P(% <128)
= P(x3 < 128) =0725.

7.1.2. Distribucion ¢ de Student
Sean Z y x2 dos variables aleatorias independientes que siguen

una distribucién N(0,1) y una Chi—cuadrado con n grados de libertad,
respectivamente. La variable aleatoria

sigue una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad. La dis-
tribucién es simétrica respecto a cero, con una varianza mayor que la
N(0,1) y tiende a ésta a medida que n lo hace hacia infinito (se puede
considerar que sus probabilidades coinciden a partir de un n superior a
120).
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La distribucién ¢ de Student compara a una N(0,1) con un pro-
medio de n variables N(0,1). Sus momentos principales son:

Blta] =0 Vita] = - - 5 (n>2).

0’4

0
-6 0 6
Figura 2.2: Distribucién ¢ de Student

Ejemplo 2.11 Sea V una variable aleatoria que sigue una toy. Se
quiere hallar a tal que P(|[V| > a) = 0'01. Para
ello basta tener en cuenta que la distribucion t de
Student es simétrica, con lo cual

P(|V|>a) = P(V>a)+ PV < —a)
= 2P(V > a) = 001

Asi pues, el a requerido es el que verifica
PV >a) = 0005,
de donde se obtiene, buscando en las tablas, que
a = 2'845.
7.1.3. Distribucion F de Snedecor—Fisher

La distribuciéon F se define como el cociente entre dos variables
independientes Chi—cuadrado divididas por sus grados de libertad, es
decir
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La distribucién estd caracterizada por los grados de libertad n y
m, siendo su forma esencialmente la misma de la Chi—cuadrado. Sus
caracteristicas mas importantes son:

2m?(m +n — 2)
n(m —2)2(m —4)°

Propiedades 2.4

1. De la definicion se deduce que si X ~ Fpm = % ~ Fmn-

2. La distribucion t de Student al cuadrado es un caso particular de
la F. Esto es, si

A 5 7

tn = = tn - 3

ﬁ Xn

n n

. 2
siendo t;, ~ Fip
Lo B4
(]
(& ] 1 = =3 =1 =

Figura 2.3: Distribucién F de Fisher—Snedecor

Ejemplo 2.12 Hallar el valor b tal que P(F < b) = 0’01, sabiendo
que la variable aleatoria F' sigue una distribucion
F7,20-

Como Fr20 = #07, se tiene entonces que

P(]:7720 < b) = 0/01 = P <f7120 > %) - O/O]-;

luego
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1 / L
P(]:Q()j > g) =001 = g =6'15.
De donde b = 0'162.

7.2. Distribucion de la media muestral

Como ya se ha visto en ejemplos anteriores, la media muestral
tiene esperanza p y varianza o2 /n; ademds por ser combinacién lineal
de variables Normales es a su vez Normal, es decir:

v (o)

Lo anterior también seria, aproximadamente, cierto para una variable
X no Normal siempre que n sea suficientemente grande, como garantiza
el Teorema Central del Limite.

7.3. Distribucion de la varianza muestral

La relacion que existe entre la media y la varianza muestral viene
dada por el teorema de Fisher—Cochran:

Teorema 2.1 Las variables aleatorias X y S? son independientes vy el
2

estadistico "Uiz tiene distribucion Chi—cuadrado con n-1 grados de liber-

tad.

Se obviara la demostracién de lo anterior, que de forma equivalente y en
funcién de la cuasivarianza muestral, puede expresarse como:

(n—1)82
o (21)
De los momentos de una Chi—cuadrado se puede deducir:
-1 2(n—1
E[SZ] — n 0,2 V[SQ] — (n > )0_4.
n n

Esto indica, como ya se estudié, que S? no es un estimador inses-
gado de o2, por lo que en la mayorfa de los casos se toma como estimador
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de la varianza poblacional la cuasivarianza muestral, S?, también deno-
minada varianza muestral corregida. La razén de no elegir siempre la
cuasivarianza es que su ECM es mayor que el de la varianza.

g 2
Por otro lado, puesto que %\/ﬁ ~ N(0,1) y (n— 1)% ~x2_,
y como ademas estos estadisticos son independientes, se tiene que
y_ R
o'#\/ﬁ — X — ,U/\/ﬁ ~ 1
15z S, o

(n—1)02

7.4. Distribucion de la diferencia de medias muestrales

Se consideran dos poblaciones independientes representadas por
las variables X e Y, con distribuciones respectivas N (u1,01) y N(u2,02),
de las cuales se dispone de sendas muestras, X y Y, de tamanos n; y no
respectivamente. Es facil ver que su diferencia de medias muestrales se
distribuye como:

2
% 72

- 0'2
X —Y ~N | pa—pa, [+
ni no

7.5. Distribucion del cociente de varianzas muestrales

Dadas las dos variables anteriores X e Y independientes y segiin
la ecuacién (2.1), se tiene que:

2
Sc1
2
o
1
52 ~ Fnl—l,ng—l'
c2

o2

Ejemplo 2.13 En una clase de ciencias, se toma una m.a.s. de
51 alumnos que se presentaron al examen de ma-
temadticas y otra, independiente de la anterior, de
19 alumnos presentados al examen de fisica. Se sa-
be que las notas de los alumnos tanto en matemati-
cas como en fisica siguen una Normal con la misma



2.7 Estimacion de parametros en poblaciones Normales 29

dispersion. Se pretende averiguar cual es la proba-
bilidad de que la varianza observada en la primera
muestra sea al menos el doble de la segunda.

Sea 5’%4 la varianza muestral de las notas corres-
pondientes a matematicas y S% la varianza mues-
tral de las notas de fisica. Puesto que se trata de
muestras independientes y teniendo en cuenta que
52 52
517M ~ 2 19l ~ 2
2 Xs50 Y o2 X18

se tiene que

51-18- 92, z
50-19- S2 o
Asi pues,
S2 51-18- 5%
pP(ZAL>2) = Pl ——2L>193
Sz, 50-19 - S%
= P(Fs0,18 > 1'93)
= 00632.

7.6. Distribucion de la proporcién muestral

Utilizando una particularizacién del Teorema Central del Limite,
se sabe que de forma asintética, para una poblacién Bernouilli, B(p), se

A
tiene que la distribucién de la proporcién muestral P= X puede aproxi-
mar por una Normal, tal que

Si se tienen dos poblaciones Bernouilli, entonces:

A

AY P1g1  D2g2
P —Py = N(mpz, +)-

ni na
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8. Ejercicios
8.1. Ejercicios resueltos

2.1 Sea X una m.a.s. de tamano n extraida de una poblacién
Normal de media j y varianza o?.
a) Halle los estimadores de maxima verosimilitud para los
pardametros p y o2.
b) ;Es X un estimador eficiente de u? ;Y suficiente?
c) Encuentre un estimador insesgado de p? + o2.

d) Si p = 0, encuentre un estimador suficiente de o2

Solucién:
a) A partir de la m.a.s. de tamafio n, se construye la funcién
de verosimilitud:

noo N2
L= L(z;p,0%) = (27702)_% exp {_Zz‘:léxg 1) } )
o

Para encontrar los estimadores de méaxima verosimilitud de p y o2, hay
que encontrar los maximos de la funcién de verosimilitud, L, o equiva-
lentemente, los maximos de la funcién log L:

Z(%’ —p)?

log L = —glog (0?) — glog27r - HT.

Para ello, habra que resolver el siguiente sistema:

810gL N i=1 —0
on o? N
n
Sl L > (@i —p)’
0g n i=1
e B _— = 0
Oc? 202 + 204

cuya solucion proporciona los estimadores maximo—verosimiles de p y

022

po= X
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b) Supuesta conocida ¢ y teniendo en cuenta que T'(X) =
X es insesgado para u, la cota de Frechet—Cramer—Rao viene dada por:

1

CFCR = 5T
- |:(810g8];,:(X)> ]

Haciendo céalculos,

(z — p)?

1
log f(z) = —logo — 510g27r o2

Olog fu(z) _w—p (810gfu(x))2 _(@—p)?

o - o2 o ot

egey)-2

Por tanto, la cota de Frechet—Cramer—Rao vale

q

CFCR = -7

— 2

y puesto que V[T'(X)] = V[X] = %, se deduce que T'(X) = X es
eficiente para pu.

Estos céalculos no hubiesen sido necesarios si se hubiera recurrido
a las propiedades de los estimadores maximo—verosimiles. Como X es
maximo-verosimil para pu, de existir un estimador eficiente seria él.

En cuanto a la suficiencia de T(X) = X, a partir de la funcién de
maxima verosimilitud

n )2
L = L(z; p.0%) = (270?) % exp {—W} ,
g
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desarrollando la expresiéon de la exponencial,

S —p)® YL @f + np(p — 27)

202 202
se llega a que, si se define

g(T(@),n) = exp{-"e421
h(z) = (2m0?)"2 exp{—zz;lxlz},

202

por el criterio de factorizacién, el estimador T(X) = X es sufi-
ciente para .
c) Puesto que

— — 0'2
EIX] = VIX]=—,
se tiene que
o o 2
BX’] = V[X] + B[X]? = & + 42
Como, ademas,
—1
E[S?] = LO'Q,
n

el estimador que se busca es T'(X) = X4 52 ya que
E[T(X)] = E[X’] + E[S?] = 02 + .

d) En este caso,

foo(z) = (2702) % exp {_1352}

202

y la funcién de verosimilitud es

k
n 1
L= L(z,0%) = (210%)" 2 exp {— Zx?} .
Por el criterio de factorizacién, tomando

(T(2).0%) = o) Fexp{ -~ 5, T(@) |

202

con T(z) = Zle 2?2,y h(z) = 1, se tiene que T(X) = Zle X2 es
estimador suficiente para o2.
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8.2. Ejercicios propuestos

2.1. Dadas W, X, Y y Z cuatro variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas segin una N (0, 5).
a)Si S =2W +3X —Y + Z + 30, obtenga P(S < 42).
b)Si T = W? + X2 + Y2 + Z2, obtenga a verificando que
P(T < a) = 0/025.

c) Si U =/ WHHXTEYPHZ2 | ohtenga P(U < 6/973).

2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias que siguen una t3g y
una 2, respectivamente.
a) Halle z tal que P(|X| > x) = 0/05.
b) Obtenga y tal que P(|Y| > y) = 0'05.

2.3. Se sabe que la anchura de las piezas fabricadas por una
cierta maquina, medida en centimetros, se distribuye segiin una Normal
de media 10 y desviacion tipica 0'25. Si se toma una m.a.s. de 25 piezas,
calcule:

a) P(968 < X < 10'1).
b) P(S? < 0'19).

2.4. Se quiere estudiar la altura de los alumnos de tercero de

ESO y se estimé, en experiencias anteriores, que dicha caracteristica se
distribuye segiin una Normal de media 167 cm. y varianza 10’24 cm?. Si
se toma una m.a.s. de 10 alumnos,

a) Calcule la probabilidad de que la media muestral de las
alturas de los 10 alumnos no sea inferior a 165 cm.

b) Halle la probabilidad de que la cuasivarianza muestral
de las alturas de los 10 alumnos sea superior a 1590 cm?.

2.5. Se extrae (X1, X2, X3, X4) m.a.s. de una poblacién X dis-
tribuida segtin una Exp($). Dados los estadisticos

1 1
YI(X) = B(Xl +X2) + §<X3 +X4)
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X1 +2X0+3X3+4X,y

Ys(X) 3
Xi+Xo+X3+X
Ya(X) = 1+ 21- 3+ 4’

estudie cudles son insesgados para 6.

2.6. Dada una poblaciéon distribuida normalmente con media
desconocida y varianza igual a 25, se extrae una m.a.s. de tamafo 3 y
se consideran los estimadores de la media

YV(X) = 065X; + 025X +01X;3
Z(X) = 2X3-Xy

X1+ Xo + X
T(X) %

Estudie cudl de los tres estimadores es el mejor desde el punto de vista
del sesgo y la eficiencia.

2.7. Sea (X1, X2, X3) una m.a.s. procedente de una poblacién
que se distribuye normalmente. Sean

X1 42X +3X;3
- 6

Xy —4X,
- -3

T (X) y  Tr(X)

dos estimadores de p.
a) Demuestre que ambos son insesgados.
b) Pruebe que T3 (X) es mas eficiente que To(X).

2.8. Sea X una variable aleatoria distribuida segin una N (u, o).
Calcule un estimador insesgado de p? + 6.

2.9. De una poblacién N (u,2) se extrae una m.a.s. Y de tamano
n = 4. Para el siguiente estimador de la media

T(Y) = 02Y; + 04Ys + Y3 + dYy,

calcule ¢ y d para que T(Y) sea insesgado y eficiente.
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2.10. Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. extraida de una poblacién que
sigue una B(p). Considérense los estimadores:

_ noox2
LX) =X y D) ==

a) Demuestre que ambos son insesgados.
b) Estudie cudl es més eficiente.
c¢) ;iSon consistentes?

2.11. Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. extraida de una poblacién que

sigue una P(\).
a) Pruebe que T'(X) = )" ;| X; es suficiente para .
b) Estudie la consistencia del estadistico U = le;T para el

pardmetro A2

, X;,) una m.a.s de una U(0,6), 6 > 0.

2.12. Sea (Xq,...
, Xn}. Pruebe que M, (X) es

a) Sea M, (X) = max{Xy,...

consistente para 6. ;Es insesgado?
b) Si Y,,(X) = 2X, estudie la consistencia para 6.

¢) Demuestre que el estadistico Z,(X) = ”T‘HMH(X ) es

insesgado y més eficiente que Y, (X).

2.13. De una poblacién distribuida segin una B(m,p), se extrae
X

una m.a.s. de tamano n. Estudie la insesgadez del estadistico T'(X) = =-

respecto al pardmetro p y demuestre su eficiencia.

2.14. Considérese una m.a.s. de tamano n extraida de una po-
2

blacién Normal de media p y varianza o
a) Encuentre un estimador suficiente de o cuando u = 0.

b) Busque un estimador suficiente de p. ;Es ese estimador

eficiente?
c) Demuestre que T(X) = S? no es un estimador eficiente

de o2.
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2.15. De una poblacién con funcién de densidad

se extrae una m.a.s. de tamafno n. Si se estima el parametro 0 a través
de la media muestral:

a) Demuestre que es consistente.

b) Estudie su eficiencia.

2.16. Estudie la eficiencia del estimador T(X) = X del pardme-
tro b de la funcién de densidad I'(b; a), para una m.a.s. de tamano n.

2.17. Dada una m.a.s. de tamano n extraida de una poblacion
N(u,0), se quiere estimar la media p mediante

T(X)=k) jX;.
j=1

a) Obtenga k para que T'(X) sea insesgado.
b) Estudie si T'(X) es eficiente.
c) ;Es consistente?

2.18. Para estimar la media de una poblacién normalmente dis-
tribuida, se extrae una m.a.s. de tamafio n y se consideran los estadisticos

_ X
TI(X) =X y T2(X) = Zzl_nlz
i=1

Determine cual es el mejor estimador desde el punto de vista de la in-
sesgadez y la eficiencia.

2.19. Sea X una m.a.s. extraida de una poblacién Exp (%) Prue-
be que el estadistico Y, (X) = nmin{X;}, ¢ = 1,...,n es insesgado, pero
no consistente para 6.
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2.20. De una poblacién distribuida segin una Exponencial de
funcién de densidad

fa(z) =ae™ x>0,

se extrae una m.a.s. de tamano n.
a) Demuestre que T'(X) = Y " | X; es suficiente para .

b) Pruebe que el estimador U = %71 es consistente para a.

2.21. Encuentre un estimador por el método de maxima verosi-
militud para el parametro A de una Poisson.

2.22. Dada una m.a.s. extraida de una poblaciéon que sigue una
Exp(%), encuentre un estimador maximo-verosimil para el parametro 6.

2.23. Determine un estimador, por el método de los momentos,
de los parametros en los siguientes casos:
a) P()).
b) Exp(6).
c) I'(a;b).

2.24. Sea la variable aleatoria X que sigue la distribucién de
Pascal:

flx)=p(1—p)*, dondex=0,1,2,... y0O<p<l1.

Busque un estimador de p por el método de los momentos.

2.25. Obtenga un estimador, por el método de los momentos,
para el pardmetro a de la distribucién que tiene por funcién de densidad

fa<x>:2<“a;”“”) 0<z<a.
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2.26. Una fabrica produce botones cuyo didmetro varia aleato-
riamente entre dos valores a y b. Supuesto que el didmetro se ajusta a
una variable aleatoria distribuida uniformemente, estime, a partir de la
muestra

1020 1022 10’10 10'14,

los pardmetros a y b por el método de los momentos.

2.27. La funcion de densidad de una variable aleatoria es:
folx) =0 +1)2? 0<z<1.

Halle el estimador de 6 utilizando:
a) El método de los momentos.
b) El método de méxima verosimilitud.

2.28. Una determinada empresa quiere planificar su produccién.
Ellos calculan que el producto que ofrecen puede gustar entre el 40 %
y el 50% de los habitantes de su ciudad, pero tras tomar una mues-
tra aleatoria de 10 individuos observan que sélo tres muestran interés
por el producto. Teniendo ésto en cuenta, jcudl de las dos proporciones
contempladas deberan tomar en consideraciéon con base en el criterio de
maxima verosimilitud?

2.29. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad
P X=2)=001-0)"" z=1,2,... 0<0<1.

Encuentre un estimador del pardmetro 6 por el método de maxima ve-
rosimilitud.

2.30. Obtenga un estimador por el método de los momentos para
el pardmetro a en una distribucién Pareto, cuya funcién de densidad

viene dada por
arg
folw) = 5% 5> ap.
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2.31. Sea X una variable una variable aleatoria que tiene por
funcién de densidad

fo(z) =207%(1—2) O0<az<l1.

Obtenga un estimador de maxima verosimilitud para el pardmetro 6.

2.32. Sea (X1,...,X,) una m.a.s. extraida de una poblacién con
distribucién U(a;b). Obtenga estimadores de a y b por el método de
maxima verosimilitud.

2.33. Para una distribucién que tiene funcién de densidad
f@(ﬂj) = e—(x—@)’ T > 97

calcule el estimador de maxima verosimilitud para el pardmetro 6.






