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Prologo

1. Introduccion

El objetivo principal que se persigue con este libro es el de ofrecer a
los alumnos de titulaciones experimentales un manual estadistico basico
que, sin dejar de lado el rigor conceptual, proporcione una visién practica
e intuitiva de la estadistica descriptiva y el cédlculo de probabilidades,
campos basicos y fundamentales de la ciencia estadistica.

Los contenidos del manual Estadistica Descriptiva y Probabili-
dad se han organizado en dos partes, en la primera de ellas se estudia la
estadistica descriptiva, dedicandose la segunda al cdlculo de probabilida-
des. Los objetivos de cada una de las partes son esencialmente distintos,
en efecto, mientras que la estadistica descriptiva tiene interés por si mis-
ma, poniendo de manifiesto los aspectos mas relevantes de un conjunto
de datos; el calculo de probabilidades, aunque pueden tener en ocasio-
nes una utilidad terminal, generalmente, proporciona herramientas que
se usaran para resolver problemas de inferencia estadistica. En cualquier
caso, conviene remarcar que en un analisis inferencial también hay que
hacer un estudio descriptivo de la muestra.

A lo largo del libro se introducen los conceptos desde una pers-
pectiva unidimensional para, a continuacion, generalizarlos al caso de
mas de una dimension. La importancia del estudio multidimensional se
debe al hecho de considerar la existencia de posibles interacciones entre
las distintas variables objeto de estudio. Esto no significa que se traten
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técnicas multivariantes, que ciertamente quedan fuera de los objetivos
que se han marcado con la realizaciéon de este manual; en cambio, si se
hace una primera, aunque timida, incursién en el campo de la modeli-
zacion, con la inclusion de un capitulo sobre ajuste y regresion.

Cada uno de los capitulos del libro comienza con una presentacion
del tipo de problema que se va a abordar, contintia con la exposicién de
los contenidos ilustrados con distintos ejemplos y, en ocasiones, acom-
panados por algtin ejercicio que pretende profundizar en alguna cuestion
de interés, para finalizar con ejercicios resueltos, que intenta globalizar
los aspectos mas relevantes del capitulo y una colecciéon de ejercicios
propuestos. En la parte final del libro se incluyen dos apéndices, uno
sobre Combinatoria y otro conteniendo las tablas de algunas de las dis-
tribuciones.

Para aquellos estudiantes que necesiten en sus curriculas conoci-
mientos de estadistica inferencial, los autores ofrecen en el manual titula-
do Inferencia Estadistica. Teoria y Problemas (Servicio de Publicaciones
de la Universidad de Cédiz, 2002) los contenidos correspondientes a esta
parte fundamental de la Estadistica. En dicho manual, se abordan cues-
tiones relativas a Teoria de muestras, Estimacién puntual, Estimacion
por intervalos, Contraste de hipdtesis, incluyendo las alternativas No pa-
ramétricas y Andlisis de la varianza. El manual, al igual que el que nos
ocupa, esta salpicado de ejemplos y ejercicios resueltos y, sin pretender
ser un libro tedrico, el lector que asi lo desee puede encontrar respuestas
fundamentadas a las cuestiones conceptuales que se van planteando.

LOS AUTORES.
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2. History (Histdrico)

La primera versién de este libro aparece durante el curso 90/91,
en la antigua Escuela de Empresariales de Cadiz, hoy Facultad de Cien-
cias Econdémicas y Empresariales, en modo de apuntes elaborados por
F. Fernandez Palacin y A. Sdnchez Navas. Esta primera entrega incluia
contenidos genéricos de una introduccién a la Estadistica, asi como una
serie de temas relacionados con aspectos econdémicos, en concreto Nime-
ros indices, Series temporales y Medidas de desigualdad.

En el ano 1996, y en aras de ampliar su uso como herramienta
de trabajo en otras titulaciones donde el departamento de Estadisti-
ca e Investigacién Operativa tiene docencia, se ajustan los contenidos
del manual y se reparten sus contenidos en dos librillos editados por la
Copisteria San Rafael: “Estadistica Descriptivaz “Variable Aleatoria y
Probabilidad”, en cuya elaboracién ademaés de los citados autores inter-
viene M. A. Lépez Sanchez.

Durante el anio 2000 estos manuales se someten a una amplia revi-
sién, se amplian los contenidos y se refunden en un solo libro, publicado
por el Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cadiz. Sus autores
son F. Fernandez Palacin, M.A. Lépez Sanchez, M. Munoz Marquez,
A .M. Rodriguez Chia, A. Sanchez Navas y C. Valero Franco. Posterior-
mente, durante el ano 2003, se actualizan los contenidos incorporandose
entre los autores 1. Espejo Miranda.

En el anio 2005, tras una nueva revision, los autores deciden pu-
blicar el libro bajo licencia GNU Free Documentation License.

Una versién electronica de este documento estd en:
http://www.uca.es/grupos-inv/FQM270.
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3. Licencia de Documentaciéon Libre de GNU

This is an unofficial translation of the GNU Free Documentation License
(Version 1.2, Noviembre 2002) into Spanish. It was not published by the Free
Software Foundation, and does not legally state the distribution terms for do-
cumentation that uses the GNU FDL — only the original English text of the
GNU FDL does that. However, we hope that this translation will help Spanish
speakers understand the GNU FDL better.

Esta es una traduccién no oficial de la GNU Free Document License
(Versién 1.2, Noviembre 2002) a Espanol (Castellano). No ha sido publica-
da por la Free Software Foundation y no establece legalmente los términos
de distribucién para trabajos que usen la GFDL (sélo el texto de la ver-
sién original en Inglés de la GFDL lo hace). Sin embargo, esperamos que
esta traducciéon ayude los hispanohablantes a entender mejor la GFDL. La
version original de la GFDL esta disponible en la Free Software Foundation.
http://wuw.gnu.org/copyleft/fdl.html Esta traduccién estd basada en una
de la versién 1.1 de Igor Tamara y Pablo Reyes. Sin embargo la responsabilidad
de su interpretacion es de Joaquin Seoane.

Copyright (C) 2000, 2001, 2002 Free Software Foundation, Inc. 59 Tem-
ple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA. Se permite la copia y dis-
tribucién de copias literales de este documento de licencia, pero no se permiten
cambios!.

Preambulo

El propdsito de esta Licencia es permitir que un manual, libro de texto, u
otro documento escrito sea “libre” en el sentido de libertad: asegurar a todo el
mundo la libertad efectiva de copiarlo y redistribuirlo, con o sin modificaciones,
de manera comercial o no. En segundo término, esta Licencia proporciona al
autor y al editor? una manera de obtener reconocimiento por su trabajo, sin
que se le considere responsable de las modificaciones realizadas por otros.

Esta Licencia es de tipo “copyleft”, lo que significa que los trabajos
derivados del documento deben a su vez ser libres en el mismo sentido. Com-
plementa la Licencia Publica General de GNU, que es una licencia tipo copyleft
disenada para el software libre.

Esta es la traduccién del Copyright de la Licencia, no es el Copyright de esta
traducciéon no autorizada.

2La licencia original dice “publisher”, que es, estrictamente, quien publica, dife-
rente de editor, que es mas bien quien prepara un texto para publicar. En castellano
editor se usa para ambas cosas.



XVII

Hemos disenado esta Licencia para usarla en manuales de software libre,
ya que el software libre necesita documentacion libre: un programa libre debe
venir con manuales que ofrezcan la mismas libertades que el software. Pero esta
licencia no se limita a manuales de software; puede usarse para cualquier texto,
sin tener en cuenta su tematica o si se publica como libro impreso o no.

Recomendamos esta licencia principalmente para trabajos cuyo fin sea
instructivo o de referencia.

1. Aplicabilidad y definiciones

Esta Licencia se aplica a cualquier manual u otro trabajo, en cualquier
soporte, que contenga una nota del propietario de los derechos de autor que
indique que puede ser distribuido bajo los términos de esta Licencia. Tal nota
garantiza en cualquier lugar del mundo, sin pago de derechos y sin limite de
tiempo, el uso de dicho trabajo segin las condiciones aqui estipuladas. En
adelante la palabra “Documento” se referira a cualquiera de dichos manuales
o trabajos. Cualquier persona es un licenciatario y sera referido como “Usted”.
Usted acepta la licencia si copia. modifica o distribuye el trabajo de cualquier
modo que requiera permiso segun la ley de propiedad intelectual.

Una “Versién Modificada” del Documento significa cualquier trabajo
que contenga el Documento o una porcién del mismo, ya sea una copia literal
o con modificaciones y/o traducciones a otro idioma.

Una “Seccion Secundaria” es un apéndice con titulo o una seccién
preliminar del Documento que trata exclusivamente de la relaciéon entre los
autores o editores y el tema general del Documento (o temas relacionados)
pero que no contiene nada que entre directamente en dicho tema general (por
ejemplo, si el Documento es en parte un texto de matematicas, una Seccién
Secundaria puede no explicar nada de matematicas). La relacién puede ser
una conexion histérica con el tema o temas relacionados, o una opinion legal,
comercial, filoséfica, ética o politica acerca de ellos.

Las “Secciones Invariantes” son ciertas Secciones Secundarias cuyos
titulos son designados como Secciones Invariantes en la nota que indica que el
documento es liberado bajo esta Licencia. Si una seccién no entra en la defini-
cién de Secundaria, no puede designarse como Invariante. El documento puede
no tener Secciones Invariantes. Si el Documento no identifica las Secciones In-
variantes, es que no las tiene.

Los “Textos de Cubierta” son ciertos pasajes cortos de texto que se
listan como Textos de Cubierta Delantera o Textos de Cubierta Trasera en la
nota que indica que el documento es liberado bajo esta Licencia. Un Texto de
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Cubierta Delantera puede tener como mucho 5 palabras, y uno de Cubierta
Trasera puede tener hasta 25 palabras.

Una copia “Transparente” del Documento, significa una copia para
lectura en méaquina, representada en un formato cuya especificacién estd dis-
ponible al piiblico en general, apto para que los contenidos puedan ser vistos
y editados directamente con editores de texto genéricos o (para imagenes com-
puestas por puntos) con programas genéricos de manipulacién de imégenes
o (para dibujos) con algun editor de dibujos ampliamente disponible, y que
sea adecuado como entrada para formateadores de texto o para su traducciéon
automdtica a formatos adecuados para formateadores de texto. Una copia he-
cha en un formato definido como Transparente, pero cuyo marcaje o ausencia
de €l haya sido disenado para impedir o dificultar modificaciones posteriores
por parte de los lectores no es Transparente. Un formato de imagen no es Trans-
parente si se usa para una cantidad de texto sustancial. Una copia que no es
“Transparente” se denomina “Opaca”.

Como ejemplos de formatos adecuados para copias Transparentes estan
ASCII puro sin marcaje, formato de entrada de Texinfo, formato de entrada
de BTEX, SGML o XML usando una DTD disponible ptblicamente, y HTML,
PostScript o PDF simples, que sigan los estandares y disenados para que los
modifiquen personas. Ejemplos de formatos de imagen transparentes son PNG,
XCF y JPG. Los formatos Opacos incluyen formatos propietarios que pue-
den ser leidos y editados uinicamente en procesadores de palabras propietarios,
SGML o XML para los cudles las DTD y/o herramientas de procesamiento
no estén ampliamente disponibles, y HTML, PostScript o PDF generados por
algunos procesadores de palabras sélo como salida.

La “Portada” significa, en un libro impreso, la pagina de titulo, mas las
paginas siguientes que sean necesarias para mantener legiblemente el material
que esta Licencia requiere en la portada. Para trabajos en formatos que no
tienen pagina de portada como tal, “Portada” significa el texto cercano a la
aparicién mas prominente del titulo del trabajo, precediendo el comienzo del
cuerpo del texto.

Una seccién “Titulada XYZ” significa una parte del Documento cuyo
titulo es precisamente XYZ o contiene XYZ entre paréntesis, a continuacién
de texto que traduce XYZ a otro idioma (aqui XYZ se refiere a nombres de
seccién especificos mencionados mas abajo, como “Agradecimientos”, “De-
dicatorias”, “Aprobaciones” o “Historia”. “Conservar el Titulo” de tal
seccién cuando se modifica el Documento significa que permanece una seccién
“Titulada XYZ” segin esta definicién®.

3En sentido estricto esta licencia parece exigir que los titulos sean exactamen-
te “Acknowledgements”, “Dedications”, “Endorsements” e “History”, en
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El Documento puede incluir Limitaciones de Garantia cercanas a la nota
donde se declara que al Documento se le aplica esta Licencia. Se considera que
estas Limitaciones de Garantia estan incluidas, por referencia, en la Licencia,
pero sé6lo en cuanto a limitaciones de garantia: cualquier otra implicaciéon que
estas Limitaciones de Garantia puedan tener es nula y no tiene efecto en el
significado de esta Licencia.

2. Copia literal

Usted puede copiar y distribuir el Documento en cualquier soporte, sea
en forma comercial o no, siempre y cuando esta Licencia, las notas de copyright
y la nota que indica que esta Licencia se aplica al Documento se reproduzcan en
todas las copias y que usted no anada ninguna otra condicién a las expuestas en
esta Licencia. Usted no puede usar medidas técnicas para obstruir o controlar la
lectura o copia posterior de las copias que usted haga o distribuya. Sin embargo,
usted puede aceptar compensaciéon a cambio de las copias. Si distribuye un
nimero suficientemente grande de copias también debera seguir las condiciones
de la seccion 3.

Usted también puede prestar copias, bajo las mismas condiciones esta-
blecidas anteriormente, y puede exhibir copias piblicamente.

3. Copiado en cantidad

Si publica copias impresas del Documento (o copias en soportes que
tengan normalmente cubiertas impresas) que sobrepasen las 100, y la nota de
licencia del Documento exige Textos de Cubierta, debe incluir las copias con
cubiertas que lleven en forma clara y legible todos esos Textos de Cubierta:
Textos de Cubierta Delantera en la cubierta delantera y Textos de Cubierta
Trasera en la cubierta trasera. Ambas cubiertas deben identificarlo a Usted
clara y legiblemente como editor de tales copias. La cubierta debe mostrar
el titulo completo con todas las palabras igualmente prominentes y visibles.
Ademas puede anadir otro material en las cubiertas. Las copias con cambios
limitados a las cubiertas, siempre que conserven el titulo del Documento y
satisfagan estas condiciones, pueden considerarse como copias literales.

Si los textos requeridos para la cubierta son muy voluminosos para que
ajusten legiblemente, debe colocar los primeros (tantos como sea razonable
colocar) en la verdadera cubierta y situar el resto en paginas adyacentes.

Si Usted publica o distribuye copias Opacas del Documento cuya canti-
dad exceda las 100, debe incluir una copia Transparente, que pueda ser leida

inglés.
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por una maquina, con cada copia Opaca, o bien mostrar, en cada copia Opaca,
una direccion de red donde cualquier usuario de la misma tenga acceso por
medio de protocolos publicos y estandarizados a una copia Transparente del
Documento completa, sin material adicional. Si usted hace uso de la ultima
opcion, debera tomar las medidas necesarias, cuando comience la distribucién
de las copias Opacas en cantidad, para asegurar que esta copia Transparente
permanecera accesible en el sitio establecido por lo menos un ano después de
la dltima vez que distribuya una copia Opaca de esa edicién al ptiblico (direc-
tamente o a través de sus agentes o distribuidores).

Se solicita, aunque no es requisito, que se ponga en contacto con los
autores del Documento antes de redistribuir gran nimero de copias, para darles
la oportunidad de que le proporcionen una versién actualizada del Documento.

4. Modificaciones

Puede copiar y distribuir una Versién Modificada del Documento bajo las
condiciones de las secciones 2 y 3 anteriores, siempre que usted libere la Versién
Modificada bajo esta misma Licencia, con la Versiéon Modificada haciendo el
rol del Documento, por lo tanto dando licencia de distribucién y modificaciéon
de la Versiéon Modificada a quienquiera posea una copia de la misma. Ademas,
debe hacer lo siguiente en la Versién Modificada:

A. Usar en la Portada (y en las cubiertas, si hay alguna) un titulo distinto al
del Documento y de sus versiones anteriores (que deberdn, si hay alguna,
estar listadas en la seccién de Historia del Documento). Puede usar el
mismo titulo de versiones anteriores al original siempre y cuando quien
las publicé originalmente otorgue permiso.

B. Listar en la Portada, como autores, una o més personas o entidades
responsables de la autoria de las modificaciones de la Versién Modificada,
junto con por lo menos cinco de los autores principales del Documento
(todos sus autores principales, si hay menos de cinco), a menos que le
eximan de tal requisito.

C. Mostrar en la Portada como editor el nombre del editor de la Versién
Modificada.

D. Conservar todas las notas de copyright del Documento.

E. Anadir una nota de copyright apropiada a sus modificaciones, adyacente
a las otras notas de copyright.
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F. Incluir, inmediatamente después de las notas de copyright, una nota de
licencia dando el permiso para usar la Version Modificada bajo los térmi-
nos de esta Licencia, como se muestra en la Adenda al final de este
documento.

G. Conservar en esa nota de licencia el listado completo de las Secciones
Invariantes y de los Textos de Cubierta que sean requeridos en la nota
de Licencia del Documento original.

H. Incluir una copia sin modificacién de esta Licencia.

I. Conservar la seccién Titulada “Historia”, conservar su Titulo y anadirle
un elemento que declare al menos el titulo, el ano, los nuevos autores y
el editor de la Versiéon Modificada, tal como figuran en la Portada. Si
no hay una seccién Titulada “Historia” en el Documento, crear una
estableciendo el titulo, el ano, los autores y el editor del Documento, tal
como figuran en su Portada, anadiendo ademés un elemento describiendo
la Versién Modificada, como se establecié en la oracién anterior.

J. Conservar la direccion en red, si la hay, dada en el Documento para el
acceso publico a una copia Transparente del mismo, asi como las otras
direcciones de red dadas en el Documento para versiones anteriores en
las que estuviese basado. Pueden ubicarse en la seccién “Historia”. Se
puede omitir la ubicacién en red de un trabajo que haya sido publicado
por lo menos cuatro anos antes que el Documento mismo, o si el editor
original de dicha versiéon da permiso.

K. En cualquier seccién Titulada “Agradecimientos” o “Dedicatorias”,
Conservar el Titulo de la seccién y conservar en ella toda la sustancia
y el tono de los agradecimientos y/o dedicatorias incluidas por cada
contribuyente.

L. Conservar todas las Secciones Invariantes del Documento, sin alterar su
texto ni sus titulos. Nuimeros de seccién o el equivalente no son conside-
rados parte de los titulos de la seccion.

M. Borrar cualquier seccion titulada “Aprobaciones”. Tales secciones no
pueden estar incluidas en las Versiones Modificadas.

N. No cambiar el titulo de ninguna seccion existente a “Aprobaciones” ni
a uno que entre en conflicto con el de alguna Seccién Invariante.

O. Conservar todas las Limitaciones de Garantia.
Si la Version Modificada incluye secciones o apéndices nuevos que ca-

lifiquen como Secciones Secundarias y contienen material no copiado del Do-
cumento, puede opcionalmente designar algunas o todas esas secciones como
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invariantes. Para hacerlo, anada sus titulos a la lista de Secciones Invariantes
en la nota de licencia de la Versiéon Modificada. Tales titulos deben ser distintos
de cualquier otro titulo de seccién.

Puede anadir una seccién titulada “Aprobaciones”, siempre que con-
tenga unicamente aprobaciones de su Versién Modificada por otras fuentes
—por ejemplo, observaciones de peritos o que el texto ha sido aprobado por una
organizacién como la definicién oficial de un estandar.

Puede anadir un pasaje de hasta cinco palabras como Texto de Cubierta
Delantera y un pasaje de hasta 25 palabras como Texto de Cubierta Trasera en
la Versién Modificada. Una entidad solo puede anadir (o hacer que se anada)
un pasaje al Texto de Cubierta Delantera y uno al de Cubierta Trasera. Si el
Documento ya incluye textos de cubiertas anadidos previamente por usted o
por la misma entidad que usted representa, usted no puede anadir otro; pero
puede reemplazar el anterior, con permiso explicito del editor que agregd el
texto anterior.

Con esta Licencia ni los autores ni los editores del Documento dan permi-
so para usar sus nombres para publicidad ni para asegurar o implicar aprobacién
de cualquier Versién Modificada.

5. Combinacion de documentos

Usted puede combinar el Documento con otros documentos liberados
bajo esta Licencia, bajo los términos definidos en la seccién 4 anterior para
versiones modificadas, siempre que incluya en la combinacién todas las Sec-
ciones Invariantes de todos los documentos originales, sin modificar, listadas
todas como Secciones Invariantes del trabajo combinado en su nota de licencia.
Asi mismo debe incluir la Limitacién de Garantia.

El trabajo combinado necesita contener solamente una copia de esta Li-
cencia, y puede reemplazar varias Secciones Invariantes idénticas por una sola
copia. Si hay varias Secciones Invariantes con el mismo nombre pero con conte-
nidos diferentes, haga el titulo de cada una de estas secciones tinico anadiéndole
al final del mismo, entre paréntesis, el nombre del autor o editor original de esa
seccidn, si es conocido, o si no, un nimero tnico. Haga el mismo ajuste a los
titulos de seccién en la lista de Secciones Invariantes de la nota de licencia del
trabajo combinado.

En la combinacion, debe combinar cualquier secciéon Titulada “Histo-
ria” de los documentos originales, formando una seccion Titulada “Historia’;
de la misma forma combine cualquier seccién Titulada “Agradecimientos”,
y cualquier seccion Titulada “Dedicatorias”. Debe borrar todas las secciones
tituladas “Aprobaciones”.
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6. Colecciones de documentos

Puede hacer una coleccién que conste del Documento y de otros docu-
mentos liberados bajo esta Licencia, y reemplazar las copias individuales de
esta Licencia en todos los documentos por una sola copia que esté incluida en
la coleccidn, siempre que siga las reglas de esta Licencia para cada copia literal
de cada uno de los documentos en cualquiera de los demas aspectos.

Puede extraer un solo documento de una de tales colecciones y distri-
buirlo individualmente bajo esta Licencia, siempre que inserte una copia de
esta Licencia en el documento extraido, y siga esta Licencia en todos los demas
aspectos relativos a la copia literal de dicho documento.

7. Agregacion con trabajos independientes

Una recopilaciéon que conste del Documento o sus derivados y de otros
documentos o trabajos separados e independientes, en cualquier soporte de
almacenamiento o distribucién, se denomina un “agregado” si el copyright
resultante de la compilacién no se usa para limitar los derechos de los usuarios
de la misma mas allé de lo que los de los trabajos individuales permiten. Cuando
el Documento se incluye en un agregado, esta Licencia no se aplica a otros
trabajos del agregado que no sean en si mismos derivados del Documento.

Si el requisito de la seccion 3 sobre el Texto de Cubierta es aplicable a
estas copias del Documento y el Documento es menor que la mitad del agregado
entero, los Textos de Cubierta del Documento pueden colocarse en cubiertas
que enmarquen solamente el Documento dentro del agregado, o el equivalente
electronico de las cubiertas si el documento esta en forma electrénica. En caso
contrario deben aparecer en cubiertas impresas enmarcando todo el agregado.

8. Traduccién

La Traduccion es considerada como un tipo de modificacién, por lo que
usted puede distribuir traducciones del Documento bajo los términos de la
seccién 4. El reemplazo de las Secciones Invariantes con traducciones requiere
permiso especial de los duenos de derecho de autor, pero usted puede anadir
traducciones de algunas o todas las Secciones Invariantes a las versiones origi-
nales de las mismas. Puede incluir una traduccion de esta Licencia, de todas
las notas de licencia del documento, asi como de las Limitaciones de Garantia,
siempre que incluya también la version en Inglés de esta Licencia y las ver-
siones originales de las notas de licencia y Limitaciones de Garantia. En caso
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de desacuerdo entre la traduccién y la version original en Inglés de esta Licen-
cia, la nota de licencia o la limitacion de garantia, la version original en Inglés
prevalecera.

Si una seccién del Documento esta Titulada “Agradecimientos”, “De-
dicatorias” o “Historia” el requisito (seccién 4) de Conservar su Titulo (Sec-
cién 1) requerird, tipicamente, cambiar su titulo.

9. Terminacién

Usted no puede copiar, modificar, sublicenciar o distribuir el Documento
salvo por lo permitido expresamente por esta Licencia. Cualquier otro intento
de copia, modificacién, sublicenciamiento o distribucién del Documento es nulo,
y dard por terminados autométicamente sus derechos bajo esa Licencia. Sin
embargo, los terceros que hayan recibido copias, o derechos, de usted bajo esta
Licencia no veran terminadas sus licencias, siempre que permanezcan en total
conformidad con ella.

10. Revisiones futuras de esta licencia

De vez en cuando la Free Software Foundation puede publicar versio-
nes nuevas y revisadas de la Licencia de Documentacién Libre GNU. Ta-
les versiones nuevas seran similares en espiritu a la presente version, pero
pueden diferir en detalles para solucionar nuevos problemas o intereses. Vea
http://www.gnu.org/copyleft/.

Cada version de la Licencia tiene un nimero de versién que la distingue.
Si el Documento especifica que se aplica una versién numerada en particular de
esta licencia o “cualquier version posterior”, usted tiene la opcion de seguir
los términos y condiciones de la versién especificada o cualquiera posterior
que haya sido publicada (no como borrador) por la Free Software Foundation.
Si el Documento no especifica un niimero de versiéon de esta Licencia, puede
escoger cualquier versién que haya sido publicada (no como borrador) por la
Free Software Foundation.

ADENDA: Como usar esta Licencia en sus documentos

Para usar esta licencia en un documento que usted haya escrito, incluya
una copia de la Licencia en el documento y ponga el siguiente copyright y nota
de licencia justo después de la péagina de titulo:
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Copyright (c) ANO SU NOMBRE. Se concede permiso para co-
piar, distribuir y/o modificar este documento bajo los términos de
la Licencia de Documentacién Libre de GNU, Versién 1.2 o cual-
quier otra version posterior publicada por la Free Software Founda-
tion; sin Secciones Invariantes ni Textos de Cubierta Delantera ni
Textos de Cubierta Trasera. Una copia de la licencia estd incluida
en la seccién titulada GNU Free Documentation License.

Si tiene Secciones Invariantes, Textos de Cubierta Delantera y Textos de
Cubierta Trasera, reemplace la frase “sin ... Trasera” por esto:

siendo las Secciones Invariantes LISTE SUS TI/TULOS7 siendo los
Textos de Cubierta Delantera LISTAR, y siendo sus Textos de
Cubierta Trasera LISTAR.

Si tiene Secciones Invariantes sin Textos de Cubierta o cualquier otra
combinacién de los tres, mezcle ambas alternativas para adaptarse a la situa-
cién.

Si su documento contiene ejemplos de cédigo de programa no triviales,
recomendamos liberar estos ejemplos en paralelo bajo la licencia de softwa-
re libre que usted elija, como la Licencia Piblica General de GNU (“GNU
General Public License”), para permitir su uso en software libre.
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4. GNU Free Documentation License

Version 1.2, November 2002
Copyright (©2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license
document, but changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other
functional and useful document “free”in the sense of freedom: to assure everyo-
ne the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying
it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves
for the author and publisher a way to get credit for their work, while not being
considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works
of the document must themselves be free in the same sense. It complements
the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free
software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free
software, because free software needs free documentation: a free program should
come with manuals providing the same freedoms that the software does. But
this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual
work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed book.
We recommend this License principally for works whose purpose is instruction
or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that
contains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed
under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free
license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated
herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any
member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the
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license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission
under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing
the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications
and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section
of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers
or authors of the Document to the Document’s overall subject (or to related
matters) and contains nothing that could fall directly within that overall sub-
ject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary
Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter
of historical connection with the subject or with related matters, or of legal,
commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles
are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that
the Document is released under this License. If a section does not fit the above
definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant.
The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not
identify any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed,
as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the
Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most
5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable
copy, represented in a format whose specification is available to the general
public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic
text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for
drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input
to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable
for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file
format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or
discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image
format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy
that is not “Transparent”is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain AS-
CII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or
XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML,
PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent
image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprie-
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tary formats that can be read and edited only by proprietary word processors,
SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally
available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by
some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus
such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License
requires to appear in the title page. For works in formats which do not have
any title page as such, “Title Page”means the text near the most prominent
appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document
whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following
text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a speci-
fic section name mentioned below, such as “Acknowledgements”, “Dedi-
cations”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of
such a section when you modify the Document means that it remains a section
“Entitled XYZ.2ccording to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice
which states that this License applies to the Document. These Warranty Dis-
claimers are considered to be included by reference in this License, but only
as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty
Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either com-
mercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices,
and the license notice saying this License applies to the Document are repro-
duced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those
of this License. You may not use technical measures to obstruct or control
the reading or further copying of the copies you make or distribute. However,
you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large
enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and
you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have
printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Docu-
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ment’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in co-
vers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts
on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must
also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front
cover must present the full title with all words of the title equally prominent
and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying
with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the
Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in
other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly,
you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual
cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbe-
ring more than 100, you must either include a machine-readable Transparent
copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a
computer-network location from which the general network-using public has
access to download using public-standard network protocols a complete Trans-
parent copy of the Document, free of added material. If you use the latter
option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution
of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain
thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of
that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the
Document well before redistributing any large number of copies, to give them
a chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under
the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified
Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role
of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified
Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things
in the Modified Version:

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that
of the Document, and from those of previous versions (which should, if
there were any, be listed in the History section of the Document). You
may use the same title as a previous version if the original publisher of
that version gives permission.
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B.

List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities res-
ponsible for authorship of the modifications in the Modified Version,
together with at least five of the principal authors of the Document (all
of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you
from this requirement.

State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version,
as the publisher.

Preserve all the copyright notices of the Document.

Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to
the other copyright notices.

Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving
the public permission to use the Modified Version under the terms of this
License, in the form shown in the Addendum below.

Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and
required Cover Texts given in the Document’s license notice.

Include an unaltered copy of this License.

Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to
it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of
the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section
Entitled “History”in the Document, create one stating the title, year,
authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then
add an item describing the Modified Version as stated in the previous
sentence.

Preserve the network location, if any, given in the Document for public
access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network
locations given in the Document for previous versions it was based on.
These may be placed in the “History”section. You may omit a network
location for a work that was published at least four years before the
Document itself, or if the original publisher of the version it refers to
gives permission.

For any section Entitled “Acknowledgements.°r “Dedications”, Preserve
the Title of the section, and preserve in the section all the substance and
tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications
given therein.

Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their
text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not consi-
dered part of the section titles.
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M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be
included in the Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements.°r to
conflict in title with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices
that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the
Document, you may at your option designate some or all of these sections as
invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other
section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains
nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for
example, statements of peer review or that the text has been approved by
an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a
passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover
Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one
of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any
one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover,
previously added by you or by arrangement made by the same entity you are
acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one,
on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this Licen-
se give permission to use their names for publicity for or to assert or imply
endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under
this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions,
provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all
of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections
of your combined work in its license notice, and that you preserve all their
Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and
multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there
are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make
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the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses,
the name of the original author or publisher of that section if known, or else a
unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of
Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History”in
the various original documents, forming one section Entitled “History”; likewise
combine any sections Entitled “Acknowledgements”, and any sections Entitled
“Dedications”. You must delete all sections Entitled “Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other do-
cuments released under this License, and replace the individual copies of this
License in the various documents with a single copy that is included in the co-
llection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying
of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute
it individually under this License, provided you insert a copy of this License into
the extracted document, and follow this License in all other respects regarding
verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and
independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution
medium, is called an “aggregate”if the copyright resulting from the compilation
is not used to limit the legal rights of the compilation’s users beyond what the
individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this
License does not apply to the other works in the aggregate which are not
themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies
of the Document, then if the Document is less than one half of the entire
aggregate, the Document’s Cover Texts may be placed on covers that bracket
the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the
Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers
that bracket the whole aggregate.
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8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute
translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant
Sections with translations requires special permission from their copyright hol-
ders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in
addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include
a translation of this License, and all the license notices in the Document, and
any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English
version of this License and the original versions of those notices and disclaimers.
In case of a disagreement between the translation and the original version of
this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedica-
tions”, or “History”, the requirement (section 4) to Preserve its Title (section
1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except
as expressly provided for under this License. Any other attempt to copy, modify,
sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate
your rights under this License. However, parties who have received copies, or
rights, from you under this License will not have their licenses terminated so
long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the
GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will
be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address
new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If
the Document specifies that a particular numbered version of this License “or
any later version.?pplies to it, you have the option of following the terms and
conditions either of that specified version or of any later version that has been
published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version
ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.
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ADDENDUM: How to use this License for your
documents

To use this License in a document you have written, include a copy of
the License in the document and put the following copyright and license notices
just after the title page:

Copyright ©YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy,
distribute and/or modify this document under the terms of the
GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any later ver-
sion published by the Free Software Foundation; with no Invariant
Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy
of the license is included in the section entitled “GNU Free Docu-
mentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts,
replace the “with...Texts.”line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts
being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other com-
bination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we re-
commend releasing these examples in parallel under your choice of free software
license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free
software.



Parte A

Estadistica Descriptiva






Introduccién a la estadistica descriptiva

La primera parte de este libro esta dedicada a la estadistica des-
criptiva. Atendiendo a lo que tradicionalmente se ha entendido por des-
criptiva se estaria hablando de un conjunto de herramientas, formado
por coeficientes y técnicas, que tratan de resumir la informacion conte-
nida en un conjunto de datos. Sin embargo, la estadistica descriptiva es
mucho mas que eso, en realidad es una parte fundamental de cualquier
analisis estadistico complejo, en la que se empiezan a tomar decisiones
que afectaran al conjunto de la investigacién. Los coeficientes descripti-
vos dardn informacion sobre la estructura de la poblacién que se estudia,
indicando, por ejemplo, si ésta es simétrica, si realmente se trata de una
unica poblacién o hay una superposicién de poblaciones, también pueden
detectarse valores extraordinariamente raros, etc.

Desde otra éptica, la mayoria de los coeficientes descriptivos ten-
dran su homologo inferencial o poblacional, que necesariamente deberan
ser estudiados a la luz de aquellos. Haciendo una pequena abstraccion
muchos de los coeficientes descriptivos, los mas importantes, se convier-
ten en poblacionales al sustituir frecuencias por probabilidades.

En resumen, el andlisis descriptivo es una parte inseparable de
cualquier analisis estadistico, que puede tener su continuidad con un
analisis inferencial cuando los datos que se manejan se corresponden
con una muestra probabilistica extraida de una poblacién.

Esta primera parte del libro esta compuesta por tres capitulos, el
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primero de ellos aborda el problema unidimensional. Se trata de identifi-
car la informacion que se va a analizar, bien sean variables cuantitativas
o de clase, procediéndose a organizarla en distribuciones de frecuencias.
Se indica que la primera toma de contacto con las peculiaridades de
una distribucion se obtiene a través de sus representaciones gréficas y
se da al menos una representacion para cada uno de los tipos de datos
que se manejan. Se calculan todos los coeficientes tradicionales: medi-
das de centralizacion, de posicién, de dispersion y de forma; se obtienen
los momentos respecto al origen y respecto a la media, indicandose que
generalizan la mayoria de las medidas anteriores. Se introduce la desi-
gualdad de Tchebychev, poniéndose de manifiesto la relacién existente
entre la varianza y la media aritmética. Se estudian las transformacio-
nes de variables, haciendo ver que el objetivo es conseguir distribuciones
mas regulares, que sean comparables, mas simétricas; entre todas las
transformaciones se dedica especial atencién a la normalizacion o tipifi-
cacion. Por tltimo, se hace una breve incursion en el analisis exploratorio
de datos, recurriendo a representaciones, como los diagramas de cajas,
que resaltan las regularidades y las especificidades del conjunto de datos,
entre las que cabe destacar la presencia de observaciones candidatas a
ser valores extranos o anémalos.

El capitulo segundo supone una generalizacion al caso de que con-
juntamente se tenga mas de una variable, viéndose con detenimiento el
caso bivariable y destacando el hecho de la posible existencia de rela-
ciones entre dichas variables. La existencia de dependencias merece una
especial atencién por las consecuencias que de ella se derivan en muchas
técnicas estadisticas. Se introducen coeficientes que expresaran el grado
de relacién entre las variables, distinguiendo los casos en que éstas sean
continuas, ordenadas o de clase; lo que conduce a definir medidas de
correlacion, concordancia y contingencia o asociacién.

En el ultimo capitulo de esta parte se aborda el problema del
ajuste y la regresién en el plano, lo que supone un primer acercamiento
a la modelizacion estadistica. El desarrollo del tema se hace planteando
un modelo lineal, empledndose para la estimacion de los parametros el
método de los minimos cuadrados. El andlisis de la bondad del ajuste
se realiza a través del coeficiente de determinacién. El método de la
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regresiéon a la media permite calibrar la calidad de los posibles ajustes a
realizar. También se analizan algunas extensiones a los casos de modelos
linealizables y polinomiales.






Capitulo 1

Sintesis de la informacién

1. Resena histoérica
1.1. Introduccion

Al acercarse a una ciencia es interesante indagar en sus raices
histéricas para obtener una vision de su naturaleza y de sus objetivos
como disciplina cientifica. El estudio de dichas raices permitird entender
el grado de desarrollo actual, la relacién entre sus distintas partes, com-
prender su terminologia -dado que el nombre de un coeficiente, de una
técnica, ... suele estar asociado a su origen histoérico-, e incluso prever
en que direccién evolucionara. En el caso de la Estadistica este estudio
retrospectivo es particularmente rico en ensenanzas.

A lo largo de los tiempos han sido muchas las concepciones que se
le ha dado a la ciencia Estadistica, desde la que la ha entendido como
un conjunto de técnicas aplicables a una serie de datos, hasta la que
la ha concebido como un proceso de extrapolacion de conclusiones de la
muestra a la poblacién. Actualmente, no puede entenderse la Estadistica
como un conjunto de conceptos y expresiones matemadticas abstractas,
olvidando las motivaciones histéricas sobre las que se construyd y su
actual papel esencial en cualquier tipo de investigacion empirica, tal y
como destaca Kruskal en su Enciclopedia Internacional de Estadistica.
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1.2. Origenes de la estadistica descriptiva

Los origenes histéricos de la Estadistica (descriptiva) hay que bus-
carlos en los procesos de recogida de datos, censos y registros sistemati-
cos, asumiendo un papel asimilable a una aritmética estatal para asistir
al gobernante, que necesitaba conocer la riqueza y el nimero de sus
stubditos con fines tributarios y politicos.

Los primeros registros de riqueza y poblaciéon que se conocen se
deben a los egipcios. Ramsés II en el 1400 a.C. realizé el primer censo
conocido de las tierras de Egipto, no siendo éste, se supone, ni el primero
ni el ultimo que se hiciera en las tierras banadas por el Nilo.

Posteriormente, desde el siglo IIT a.C., en las civilizaciones china
y romana se llevan a cabo censos e inventarios de posesiones, que pue-
den considerarse precedentes institucionalizados de la recogida de datos
demogréficos y econdémicos de los Estados Modernos.

Hay que realizar una mencién especial del periodo helénico, en
el que las escuelas mateméticas se suceden. Centros como el de Quios,
donde estudié Hipéerates (Hipéerates de Quios) el matemético, consi-
derado como el inventor del método matematico y escuelas como las de
Cirene, Megara y al final Atenas, donde se reunen los matematicos, unos
alrededor de Protdgoras y otros en torno a Socrates.

En la Edad Media se vuelve a la utilizacion de la Aritmética para
la recogida de datos, existiendo menos interés por la elucubracién ma-
tematica abstracta. Es en este periodo de tiempo cuando Carlomagno
ordend en su “Capitulare de villis” la creacién de un registro de todos
sus dominios y bienes privados.

En el siglo XVII se producen avances sustanciales, y asi, en las uni-
versidades alemanas se imparten ensefianzas de “Aritmética Politica”,
término con el que se designa la descripcion numérica de hechos de in-
terés para la Administracién Publica. Destacados autores de Aritmética
Politica fueron los ingleses Graunt (1620-1674) y Petty (1623-1687).
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Con métodos de estimacién en los que cabia la conjetura, la expe-
rimentacion y la deduccién, Graunt llega a estimar tasas de mortalidad
para la poblacion londinense, analizando ademés la verosimilitud de la
informacién de que disponia. Por su parte, Petty, cuyas aportaciones es-
tadisticas fueron menos relevantes, tiene el mérito -en opinién de Gutié-
rrez Cabria- de proponer la creacién de un departamento de estadistica,
en el que se reuniese informacién no sélo de cardcter demografico, sino
también sobre recaudacion de impuestos, educacién y comercio. Surge
en esta época la conciencia de la necesidad de disponer de informacion,
conciencia que va tomando cuerpo a partir de la segunda mitad del siglo
XVII en la mayor parte de las potencias europeas y americanas, consi-
derdandose como primera oficina de estadistica la instituida en Suecia en
1756.

En Espana, el interés por las investigaciones estatales nacié con la
preocupacion de los Reyes Catolicos por mejorar el estado de las “Cosas
Publicas”, estableciéndose el primer censo del que se tiene referencia en
1482, elaborado por Alonso de Quintanilla. Durante el siglo XVIII se
elaboraron censos como el de Ensenada en 1749 y el de Floridablanca
en 1787, con una metodologia con visos de modernidad. Los actuales
censos de periodicidad decenal empezaron a elaborarse en 1860 a cargo
de la Junta General de Estadistica.

2. La organizacién de la informacién

Los datos constituyen la materia prima de la Estadistica, pudién-
dose establecer distintas clasificaciones en funcién de la forma en que
éstos vengan dados. Se obtienen datos al realizar cualquier tipo de prue-
ba, experimento, valoracién, medicién, observacién,. . .

Este capitulo tiene por finalidad la descripciéon de un conjunto de
datos, sin considerar que éstos puedan pertenecer a un colectivo mas
amplio y, por supuesto, sin la intencién de proyectar los resultados que
se obtengan al colectivo global; objeto esto ultimo de lo que se conoce
como Inferencia Estadistica.
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2.1. Variable y atributo

Se realiza una primera clasificacién del tipo de datos en funcion
de que las observaciones resultantes del experimento sean de tipo cua-
litativo o cuantitativo, en el primero de los casos se tiene un atributo y
en el segundo una variable. Para hacer referencia genéricamente a una
variable o a un atributo se utilizara el término cardcter.

Ejemplo 1.1 Como ejemplos de atributos pueden considerarse el
color del pelo de un colectivo de personas, su raza o
el idioma que hablan y como variables su estatura,
peso o edad.

Para poder operar con un atributo es necesario asignar a cada una
de sus clases un valor numeérico, con lo que se transforma en una variable,
esta asignacién se hard de forma que los resultados que se obtengan al
final del estudio sean facilmente interpretables.

Ejercicio 1.1 Clasifique los siguientes datos segiin sean variables

o atributos:

a) EI color de ojos de un grupo de 20 per-
sonas.

b) La nacionalidad de un conjunto de indi-
viduos.

c) Las dioptrias de un grupo de personas
miopes.

d) Los matices de color de un cuadro im-
presionista.

e) Las dianas que consigue un arquero so-
bre un total de 100 intentos.

2.2. Variables discretas y continuas

Dentro del conjunto de las variables se distingue entre discretas y
continuas. Se dice que una variable es discreta cuando entre dos valo-
res consecutivos no toma valores intermedios y que es continua cuando
puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo.
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Ejemplo 1.2 La estatura de un grupo de personas seria una va-
riable continua, mientras que el numero de cabellos
que tienen en la cabeza seria una variable discreta.

En la practica todas las variables son discretas debido a la limi-
tacion de los aparatos de medida, y asi, en el ejemplo de las estaturas,
quizés se podria detectar una diferencia de una cienmilésima de metro,
o a lo més, de una millonésima, pero dados dos individuos que se di-
ferencien en una millonésima no puede detectarse otro que tenga una
estatura intermedia. De todas formas, en general se trata a las varia-
bles “tedricamente” continuas como tales, por razones que se pondran
de manifiesto mas adelante.

Ejercicio 1.2 Indique cudles de las siguientes variables son con-

tinuas y cudles discretas:

a) El numero de moléculas de agua de un
pantano.

b) La edad exacta de un grupo de 50 ninos.

c) La distancia por carretera entre las ca-
pitales de provincia peninsulares espanolas.

d) La distancia al centro de la diana de las
flechas lanzadas por un arquero.

e) El nimero de docenas de huevos que se
recolecta al dia en una granja de gallinas.

Si la ocasion lo requiere se tiene la posibilidad de transformar una
variable discreta en continua o viceversa. Para transformar una variable
discreta en continua, una vez ordenados los valores, se asigna a cada uno
de ellos un intervalo que tenga por extremos el punto medio respecto al
valor anterior y el punto medio respecto al valor siguiente. Esta ope-
racion tiene interés, por ejemplo, en la aproximacién de distribuciones
discretas a continuas, como se tendrd la oportunidad de comprobar en
la segunda parte de este manual.

Para transformar una variable continua en discreta basta con hacer
corresponder a cada uno de los intervalos su punto medio o marca de
clase.
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Ejercicio 1.3 Transforme la variable continua que toma valores
en los intervalos (0, 2], (2, 3], (3, 6], (6,10], (10, 15]
en variable discreta.

2.3. Clasificacién de las series estadisticas

Ademsds de por su naturaleza, se pueden realizar distintas clasifi-
caciones del conjunto de los datos o serie estadistica.

1. Por su niimero

a) Finitas. Las que tienen un nimero finito de elementos.

b) Infinitas. Cuando tienen infinitos elementos.
2. Por su obtencion

a) Objetivas. Obtenidas con métodos exactos de medicién.

b) Subjetivas. Obtenidas mediante apreciaciones personales.

3. Por su dimension

a) Unidimensionales: x1,x2, T3, -, ZTp.
b) Bidimensionales: (:L‘la y1)> ($2a y2)7 Ty (xna yn)
¢) n-dimensionales: (z},zd, -, zl), - (2,25, al).

4. Por su dependencia temporal

a) Temporales. Los valores se toman en instantes o periodos de
tiempo.

b) Atemporales. No dependen de ningiin soporte temporal.

2.4. Distribucion de datos

La organizaciéon de los datos constituye la primera etapa de su
tratamiento, pues, facilita los cédlculos posteriores y evita posibles con-
fusiones. Realmente, la organizacion de la informacién tiene una raiz
historica y aunque actualmente con el desarrollo de los medios informé-
ticos deja de tener importancia desde un punto de vista aplicado, desde
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la perspectiva de la ensenanza de la Estadistica tiene un gran valor con-
ceptual. La organizacion va a depender del nimero de observaciones
distintas que se tengan y de las veces que se repitan cada una de ellas.
En base a lo anterior se pueden estructurar los datos de tres maneras
distintas:

1. Tipo I: Cuando se tiene un ntmero pequeno de observaciones
casi todas distintas, éstas se dardn por extensién.
Ejemplo 1.3 En la serie: 2, 3, 5, 7, 7, 8, 11, 14, 16, 19, el
7 se repite dos veces y el resto de los valores
esta presente una vez.

2. Tipo II:  Cuando se tiene un gran nimero de observaciones pero
muy pocas distintas, se organizan en una tabla de frecuencias, es
decir, cada uno de los valores acompanado de la frecuencia con la
que se presenta.

Ejemplo 1.4 La tabla

Valor | Frecuencia
2 4
4 4
5 3
6 2
7 3
8 3
9 1

indica que el valor 2 se repite 4 veces, el valor
4 se repite 4 veces, etc.. ..

3. Tipo III:  En el caso de que haya muchas observaciones, la ma-
yoria de ellas distintas, pueden disponerse agrupandolas en inter-
valos e indicando el nimero de observaciones que caen dentro de
cada intervalo.
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Ejemplo 1.5 La tabla

Intervalo | Frecuencia
(2,3 4
(3,7] 6

(7,12] 12
(12,21] 8
(21,25] 6
(25,30] 4
(30,50] 3

nos dice que en el intervalo (2,3] hay 4 ob-
servaciones, que en el (3,7] hay 6, etc. ..

En cualquiera de los tres casos o tipos se tiene una distribucion
de frecuencias. A la variable que representa a la distribucién se le llama
genéricamente X, a cada uno de los valores que toma la variable se le
denota por z;, y a la frecuencia con que toma dicho valor por n;. Para
evitar confusiones es aconsejable ordenar los valores de la variable de
menor a mayor. Los valores ordenados de una distribucién se presentan
con los subindices entre paréntesis:

L)) %(n)

de tal forma que siempre se verifica que z(;) < x(j41).

Para efectuar calculos, sea cudl sea el tipo de distribucion, se dis-
ponen los datos de la siguiente forma:

x| n; N; fi| Fi
zi|lm| N1 | fi| Fi
T2 | N2 No f2 Fy

Ty | ng | Np=n | fr | Fr=1

Donde:

T
= 1 representa al nimero total de observaciones y serd igual a E n;
i=1
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= fi es la frecuencia relativa, definida como 7t

(]
= NN es la frecuencia absoluta acumulada, que se obtiene como E n;

j=1

K3
s F; es la frecuencia relativa acumulada, que viene dada por g fi

Jj=1

Observe que si la distribucién es de tipo I cada una de las frecuen-
cias absolutas es igual a 1, y si la distribucion es de tipo III los valores
x; representan a las marcas de clase o puntos medios de los intervalos’.

3. Representaciones graficas

En funcién de la naturaleza de los datos y de la forma en que éstos
se presenten existen distintos tipos de representaciones. Se muestran

aqui las mas interesantes.

1. El diagrama de tarta se emplea para representar atributos.

Ejemplo 1.6 En una votacion entre cuatro candidatos a
representante de una comunidad se han ob-
tenido los siguientes resultados:

Candidato

Numero de votos

A
B
C
D

287
315
275
189

La representacion grafica mediante un dia-
grama de tarta seria la que se muestra en la

figura 1.1.

2. Una distribucion dada por extension, se representa mediante un

diagrama de puntos.

Dado el intervalo (Li, Li+1), la marca de clase viene dada por x;

Li+Liy1
2
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17'73%
26'92%
Candidatos
Aaa
BB
. == [c
25 80% b

gzg'ﬁ%

Figura 1.1: Diagrama de tarta

Ejemplo 1.7 En un estudio sobre el peso y la estatura de
un grupo de siete estudiantes se han obtenido
las siguientes mediciones:

(73,1'87), (67,1'75), (75, 1'80),
(66,1'67), (80,1'95), (64,1'78), (83,1'77).
La representacion grafica mediante un dia-
grama de puntos es la que se muestra en la

figura 1.2.

A dicha representacion se le suele denominar
nube de puntos o diagrama de dispersion; se
estudiara mas a fondo en el capitulo 2.

3. Pararepresentar una distribucién del tipo I1, se utiliza un diagrama
de barras:
Ejemplo 1.8 Larepresentacion de la distribucion del ejem-
plo 1.4 es la que se muestra en la figura 1.3.

4. Por 1ultimo, si se tiene una distribucién del tipo III, se utiliza un
histograma:
Ejemplo 1.9 EI histograma correspondiente a la distribu-
cion del ejemplo 1.5 es el de la figura 1.4.

Observe que el efecto que produce el histograma es el de relacionar
el niimero de observaciones con el area dentro de cada rectdngulo,
por lo que si éstos tienen la misma base, es decir, si los intervalos
son de la misma amplitud, basta con construir rectangulos con
base los intervalos y altura las frecuencias asociadas a ellos. En
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Peso

70 4

65 4
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1.87 1.75 1.8 1.67 1.95 1.78 1.77

Estatura

Figura 1.2: Diagrama de puntos

cambio, si las bases son distintas, o lo que es lo mismo, si los
intervalos son de distinta amplitud, y se emplea el criterio anterior
de asignacién de alturas, se producird una distorsién éptica. Por
ello, en estos casos en vez de utilizar la frecuencia como altura de
los rectangulos se utiliza la denominada altura del histograma o
densidad de observaciones en el intervalo, definida como h; = %’
donde a; es la amplitud del intervalo correspondiente.

4. Medidas centrales

Una vez organizados los datos en su correspondiente distribucién
de frecuencias, se procede a dar una serie de medidas que resuman toda
esa informacién y que, “de alguna manera”, representen a la distribucién.

4.1. La media

La media es una medida de representacién central que necesaria-
mente debe cumplir tres requisitos:
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5

Frecuencias

Figura 1.3: Diagrama de barras

1. Para su obtencién deben utilizarse todas las observaciones.

2. Debe ser un valor comprendido entre el menor y el mayor de los
valores de la distribucion.

3. Debe venir expresada en la misma unidad que los datos.

Entre todas las funciones que verifican estas tres propiedades se
destaca la media aritmética, a partir de ahora media simplemente, que
se define de la siguiente manera:

r
E Lin;
=1

n

T =

Donde las z; representan, segin el caso, a los valores de la variable o a
las marcas de clase de los intervalos.

Ejemplo 1.10 La media de la distribucién del ejemplo 1.4 viene

dada por:
7 — 2:444-445-34---49-1
- 14443+ +
105 — 5/25.

- 20
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a0

X

Figura 1.4: Histograma
Con el mismo esquema también se puede definir la media geomé-

trica como:
— . n ny . n9o Nk
Tg= \/x]'xy® ..ot

Ejemplo 1.11 La media geométrica de la distribucion del ejem-
plo 1.3 se obtendria como:

To= V2-3-5-72-...-19 = 7'483.

Cuando se tiene que hacer un promedio de un grupo de razones se

utiliza la media armdnica, definida como:
n

j p—
a k
g

=1
Ejemplo 1.12 La media armoénica de la distribucion del ejem-
plo 1.4 se obtendria como:
20
3 T =4'125.
+5+--+35

xa
4
§+

NS
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Otra media que tiene interés practico es la media ponderada. Esta
consiste en asignar a cada valor x; un peso w; que depende de la im-
portancia relativa de cada uno de estos valores bajo algiin criterio. Su

expresion responde a:
T
g Njw;T;
_ =1

= .
E nyw;
i=1

Lp

Ejemplo 1.13 Para superar la asignatura de estadistica, un alum-
no debe ser evaluado en distintas pruebas referen-
tes a la misma: test, problemas y practica, cada
una de ellas ponderada segiin su importancia o con-
tribucién en la nota final. Asi, los pesos de cada
prueba seran del 30 %, 50 % y 20 % respectivamen-
te. Sabiendo que las notas obtenidas por el alumno
en cada prueba son 7, 3 y 5 respectivamente, jcual
es la nota global en la asignatura?

7. — -30+3-50+5-20
p 30450 + 20

_ 460 _ 4
= 100 — 46

Propiedades de la media. Se analizan a continuacién una serie de
propiedades de la media que hacen de ésta una medida 6ptima de repre-
sentacién.

1. La suma de las desviaciones de los valores de la distribucién res-
pecto a la media es igual a cero, es decir:

r

Z(l’z — a_c)m =0.

i=1

2. Si a cada observacién de una distribucion X se le suma una cons-
tante k (traslacién), se tiene una nueva variable Y = X + k con
media igual a la de X mas la constante k.
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3. Si se multiplica una variable X por una constante k& (homotecia),
la variable resultante Y = kX tendra media igual a k por la media
de X.

Estas dos propiedades se pueden resumir en la siguiente:

Y=aX+0b = Yy =ax +b.

4. La media es el valor ¢ que hace minima la expresién:

r

> (@i — ¢)’ni.

i=1

Precisamente ese minimo sera la varianza de X, medida de dis-
persion que se estudia mas adelante. Por otra parte, se comprobara que
esta propiedad de la media garantiza su bondad como medida de repre-
sentacion.

Ejercicio 1.4 Demuestre las propiedades anteriores.
4.2. La mediana

La mediana es un valor que, previa ordenacion, deja la mitad de las
observaciones en la recta real a la izquierda y la otra mitad a la derecha.
Es decir, el 50 % de los datos son menores o iguales que la mediana y
el otro 50 % mayores o iguales a ésta. Para su cdlculo y suponiendo que
los valores estan ordenados se procede de la siguiente manera:

1. Si los datos vienen dados por extensién, y hay un ntmero impar
de ellos la mediana es el elemento que se encuentra en el centro, es
decir T(ngly. Si el nimero de datos fuera par habria dos elementos
centrales y la mediana se obtendria como la media de ambos, es
decir:

T(5) T TG+

M, = .
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Ejemplo 1.14 La mediana de la distribucién del ejemplo 1.3
se obtendria como:
_ e tre _T+8
c 2 2

=T75.

2. A partir de una distribucién de tipo II ordenada, se construye la
columna de frecuencias absolutas acumuladas, se obtiene el valor
de 3, deslizandose por la columna de NN; hasta detectar la primera

frecuencia mayor o igual que %; si dicha frecuencia es estrictamente

mayor que 3 la mediana toma el valor de la observacién que la

ostenta, si por el contrario 5 coincide con algin NN; la mediana

Ti+Tit1
vale =5

Ejemplo 1.15 Para calcular la mediana en la distribucion

del ejemplo 1.4 se obtiene % que es igual a

10, construyendo la columna de frecuencias

acumuladas:
2| 4 4
41 4 8
5| 3 | 11 | «—
62113
71316
813119
911120

Puesto que Ny < 10 y N3 > 10 entonces
M, = 5.

3. Por tdltimo, si la distribucién viene agrupada en intervalos, se cons-
truye también la columna de IN; para fijar el intervalo donde se
halla la mediana, éste queda determinado porque es el primero

que verifica que la frecuencia acumulada del intervalo es mayor

o igual que 7. Una vez fijado el intervalo, la mediana adopta la

siguiente expresion:

I3

— Ni1
Me=Li1 +——a;

i

donde L;_; es el extremo inferior del intervalo y a; su amplitud.
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Ejemplo 1.16 En la distribucién del ejemplo 1.5, 5 = 21'5.
La tabla de frecuencias acumuladas que se

obtiene es:
(Li—1, Li] | ns | N
(2,3] 4 4
(3,7] 6 | 10
(7,12] 12 ] 22 | «—
(12,21] 8 | 30
(21, 25] 6 | 36
(25, 30] 4 | 40
(30, 50] 3 |43
Por tanto:
21’5 — 10
M, =T+ 5 5=11'79

Ejercicio 1.5 Demuestre que la mediana es el valor ¢ que hace

4.3.

minima la expresion:

T

> Jai — ¢lni.

=1

Las modas
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La moda absoluta de una distribucién es el valor que mas veces
se repite. Ademas de la moda absoluta, aquellos valores que tengan fre-
cuencia mayor a la de los valores adyacentes seran modas relativas.

Las modas se pueden obtener facilmente cuando los datos vienen
dados en forma puntual.

Ejemplo 1.17 En la distribucién 2, 3, 3, 4, 6, 7, 7, 7, 10, la moda

absoluta es 7, puesto que es el valor que se repite
mads veces, concretamente 3. Ademas, el 3 es una
moda relativa, puesto que su frecuencia es 2, su-
perior a la de los valores 2 y 4, ambas iguales a 1.
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Si las observaciones vienen agrupadas en intervalos hay que dis-
tinguir dos casos:

1. Intervalos de igual amplitud. En este caso se fija el intervalo que
tenga mayor frecuencia —intervalo modal absoluto— y aquellos con
frecuencia superior a la de los intervalos adyacentes —intervalos
modales relativos—. Dentro de cada intervalo modal la moda co-
rresponde al valor:

.
M,=L;_1+ Lai.
Nit1 + Nj—1
Ejemplo 1.18 En la distribucién que sigue, el intervalo mo-
dal absoluto es el (4,5], ademas se tiene un

intervalo modal relativo, el (6,7].

(Li—1, Ls] | ny
2.3 | 2
3.4 |3
4,5 |7
(5,6] | 3
6,7 |6
(7.8 |5
8,9 | 3

La moda absoluta sera:

3
M,=4+—"—1=45.
© +3+3

Y la moda relativa:

5
M, =6+ ——1=6625.
+5+3

2. Intervalos de distinta amplitud. En este caso el intervalo modal
absoluto serd aquel que tenga mayor altura de histograma, h;, con
idéntica discusién que antes para las modas relativas. La expresion
de la moda viene dada por:

hit1

My=Liq+— 10 o
7 it hi—1 + hit1 i
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Ejemplo 1.19 Para la distribucion que sigue:

(Li—1, Li] | ni | hy
2.3 |11
3,7 | 6|15
(7,9 |12/ 6
(9,14] | 8 | 1’6
(14,20 | 6 | 1
(20,30 | 4 | 0/4

El intervalo modal, sélo existe uno, es (7,9],
con lo que la moda vale:
16
M,=T7+——-2=28032.
A TN

Para terminar este epigrafe observe que cuando las distribuciones
son de intervalos los cdlculos puntuales de la mediana y la moda
utilizan criterios de ponderacién que suponen, como no puede ser
de otra manera, la disposicién uniforme de las observaciones dentro
de los intervalos.

4.4. Comparacion entre media, moda y mediana

Salvo en casos muy especificos, la media es la mejor de las medi-
das de representacion, pues la moda es bastante inestable y un pequeno
cambio en las observaciones puede afectarle mucho, mientras que la me-
diana es insensible al tamano de los datos, permaneciendo constante si,
por ejemplo, se altera arbitrariamente y en cierto sentido las observacio-
nes extremas. Por otra parte, si se dispone de las modas y medianas de
dos distribuciones hay que conocer cada uno de los datos de éstas para
calcular la moda y mediana de la distribucién conjunta. La media por el
contrario es sensible a las alteraciones de los datos, al tamano de éstos
y si se conocen las medias de dos conjuntos de datos, basta con saber
los tamanos de ambos grupos para calcular la media global.

Ejercicio 1.6 Calcule la media, mediana y moda de la distribu-
cion:

1,2,4,7,9,9,9, 11, 13, 14, 17, 21, 34
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Obtenga de nuevo dichas medidas para la distri-
bucion a la que se ha anadido los valores —1 y 47.
Comente los resultados en lo que se refiere a la
estabilidad de las medidas obtenidas.

5. Medidas de posicion

Se llaman medidas de posicién o cuantiles de orden k a aquellas
que dividen a la distribucién en k partes, de tal forma que en cada una
de esas partes haya el mismo nimero de elementos?. De entre todas las
medidas de posicién destacan los cuartiles, los deciles y los percentiles.
Los cuartiles dividen a la distribucién en cuatro partes iguales, los de-
ciles en diez y los percentiles en cien. Habra, por tanto, tres cuartiles
(Q1,Q2,Q3), nueve deciles (D1, Da, - -+, Dg) y, noventa y nueve percenti-
les (P1, P, -+, Pyg). El segundo cuartil, el quinto decil y el quincuagési-
mo percentil son iguales y coinciden con la mediana. En distribuciones
puntuales el célculo es idéntico al de la mediana, siendo ahora 5* el valor
de discusién. En distribuciones por intevalos la forma general de calculo

para un cuantil, al que se denota por C’%, k = 4,10,100,..., es la
siguiente:
™
mo_ N,
Crn = L;_1 + killai_

Siendo el intervalo i-ésimo el primero que verifica N; > 7*.

Ejemplo 1.20 En la distribucion:

(Li—1, Li] | ni | N

2.3 | 4] 4

3,7 |6 10

(7,12] |12 22 |— Py
(12,21] | 8 | 30
(21,25 | 6 | 36 | — Qs
(25,30 | 4 | 40
(30,50] | 3 | 43

El Q3 se obtendria calculando % = 32'5. La pri-
mera frecuencia acumulada mayor que 32'5 corres-

?La mediana es un caso particular de cuantil, que divide la distribucién en dos
partes iguales.
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ponde al intervalo (21, 25], por lo que:

, —
Q3:2L+§5%i94:2y%.

Para calcular el P35 se obtiene % = 15'05. EI
intervalo donde se encuentra el percentil buscado
es el (7,12] y, por tanto:

15’05 — 1
Rﬁ:7+fg%—£5:gm.

6. Medidas de dispersién

A continuacién se estudian una serie de medidas que por una parte
indicaran el nivel de concentraciéon de los datos que se estan analizando
y por otra informarédn sobre la bondad de los promedios calculados como
representantes del conjunto de datos.

6.1. Varianza y desviacién tipica

La warianza y su raiz cuadrada positiva, la desviacion tipica, son
las méas importantes medidas de dispersién, estando intimamente ligadas
a la media como medida de representacion de ésta. La varianza viene
dada por la expresién:

r

Z(l’l — a‘c)zni

52 _ =1
n

Y la desviacién tipica es, por tanto, S = ++v/52.

El dar dos expresiones para un mismo concepto se explica porque
la varianza es un término de mas facil manejo, mientras que la desviacion
tipica viene dada en la misma unidad que la variable. Tanto una como
la otra son siempre positivas y valen cero sélo en el caso de que todos los
valores coincidan con la media (representatividad absoluta de la media).
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Ejemplo 1.21 Dada la distribucién:

(Li—1, Li] | @ | ny
(—2,9] |01
2.4 |33
4,8 |66
(8,12] |10]13
(12,20 | 16| 8
(20,24] |22 6
(24,30] |27] 5
(30,40] |35 | 3

Cuya media vale 15, se calcula la varianza y la des-
viacion tipica como:

2 — (0—15)2-1+~4~;(35—15)2~3 — 89

S = /82 = 9055.

Propiedades de la varianza

1. Si se le suma una constante a una variable, la varianza de la nueva
variable no cambia.

2. Si se multiplica una variable por una constante, la varianza de
la nueva variable es igual a la de la antigua multiplicada por la
constante al cuadrado.

Estas dos propiedades pueden resumirse en la siguiente expresién:

Y=aX+0 = S = a?5%.

Ejercicio 1.7 Demuestre las propiedades anteriores.
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Ejemplo 1.22 Dada la variable X con media * = 12 y desviacion
tipica Sx = 9, la variable Y = 3X — 4 tendra de
media y desviacion tipica:

y=3r—-—4=3-12-4=32

Sy =V32.8y =199 =27

6.2. Otras medidas de dispersion
6.2.1. El recorrido y el rango

Se define el primero como la diferencia entre el mayor y el menor
de los valores y el segundo como el intervalo cuyos extremos son el mini-
mo y el maximo de la distribucion. Tienen la ventaja de que son féaciles
de calcular, aunque cuando hay valores aislados en las puntas de la
distribucién dan una visién distorsionada de la dispersién de ésta.

Ejemplo 1.23 En la distribucién del ejemplo 1.4 el recorrido vale
7, mientras que el rango es [2,9].

6.2.2. La desviacién absoluta

La desviacién absoluta respecto a la media, esta definida por:

'
Z |l’l — :Z‘]m
_ i=1

Dy, =
n

También puede definirse respecto a la mediana, siendo ésta el valor que
minimiza dicha expresién.

6.2.3. Recorrido intercuartilico

Viene dado por:
Ry =Q3 — Q1.

Es una medida adecuada para el caso en que se desee que determinadas
observaciones extremas no intervengan, evitandose, de este modo, una
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vision sesgada de la variabilidad de la distribuciéon. Como inconveniente
principal tiene que en su confeccién sélo intervienen el 50 % de los valores
centrales.

Las expresiones que se acaban de ver expresan la dispersién de la
distribucion en términos absolutos, se precisa definir a partir de ellas,
otras que hagan posible la comparacion entre varias variables y que
tengan en cuenta el tamano de las observaciones. Obsérvese que la dis-
tribucién formada por los elementos {0’1, 0’2, 0’3, 0’4, 0’5} y la que
constituyen {10001, 1000’2, 1000’3, 1000’4, 1000’5} tienen la misma va-
rianza y, sin embargo, es evidente que en el primero de los casos los
elementos estdn muy dispersos y en el segundo bastante concentrados,
ésto es consecuencia de la primera de las propiedades de la varianza.
Para evitar estas situaciones se estudia la siguiente medida.

6.3. Coeficiente de variacién

Se define como el cociente entre la desviacién tipica y el valor ab-
soluto de la media. Se trata de una medida adimensional, tiene en cuenta
el rango de valores en el que se mueve, permite comparar la dispersién
de varias distribuciones, es invariante respecto a homotecias y sensible
frente a traslaciones. Ademas de lo anterior, el coeficiente de variacion
da informacién sobre la representatividad de la media; y aunque no hay
valores fijos de comparacion, pues depende de circunstancias tales como
el niimero de observaciones, se puede considerar, a efectos practicos, una
cota de 0’5 como limite para admitir que la media representa aceptable-
mente al conjunto de la distribucién.

Ejemplo 1.24 En el caso del ejemplo 1.21 se tiene que:

S 9’055
Cy = = =22 = 0/60.
V7 z T 15

Lo que implica que la media no representa en modo
alguno al conjunto de la distribucion.
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6.4. Recorrido semiintercuartilico respecto a la mediana

Viene dado por:

_ Q=G

R
SI M.

que al igual que la anterior es una medida adimensional, con las ventajas
e inconvenientes mencionados para el recorrido intercuartilico.

7. Desigualdad de Tchebychev

Esta desigualdad relaciona a la media y a la varianza y tiene la
expresion:
1
a
Que justifica el caracter de medida de dispersion de la varianza. Asi, en

un intervalo de centro la media y radio 4 veces la desviacion tipica se
encuentra, al menos, el 93’75 por ciento de la distribucion.

Observacion 1.1 La desigualdad de Tchebychev proporciona una cota
inferior para el porcentaje de observaciones en un determinado intervalo
con centro la media de la distribucion.

Ejemplo 1.25 Dada una distribucion con media, = 25, y des-
viacién tipica, S = 4, el intervalo [ — 35S,z +3S5] =
[13,37] garantiza la presencia en su interior de, al
menos, el 88’88 % de la distribucién.

8. Momentos de la distribucion

Las medidas que se han visto hasta el momento presentan visiones
parciales de la distribucién, se pretende dar ahora una herramienta eficaz
que generalice esa idea, de tal forma que la mayoria de las caracteristicas
se puedan expresar utilizando dicha herramienta. Asi, se hace referencia
a los momentos de la distribucion.
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8.1. Momentos respecto al origen

Se define el momento de orden k respecto al origen como:

r
E k
XT; Ny
i=1

ajp =
n

Es evidente que ag es igual a 1 y que a1 es igual a la media.
8.2. Momentos respecto a la media

El momento de orden k respecto a la media viene dado por:

T

Z(l‘l — a_c)knl

=1
mp —
n

Se puede comprobar que myg es igual a 1, que mq es cero y que my es la
varianza.

Es posible expresar los momentos respecto a la media en funcién
de los momentos respecto al origen.

Ejercicio 1.8 Demuestre que:
a) mg = S? =ay —a?
v que:
b) m3 = az — 3aza; + 2a3.

Ejemplo 1.26 En el ejemplo 1.21 el calculo de la varianza se po-
dria haber hecho, utilizando la férmula anterior, de
la siguiente manera:

" 22n,
S22 — Tt 52

0%-1+3%-34..-4+35°-3 g

45

= 82
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9. Medidas de forma

Este epigrafe y el siguiente se detienen a analizar la “forma” de la
distribucién, tratando a la variable desde un enfoque distinto al seguido
hasta ahora, en primer lugar se examina la simetria y a continuacion el
apuntamiento.

9.1. Simetria

Los coeficientes de simetria indicaran si la distribucién es simétrica
y, caso de no serlo, el tamano y la tendencia de su asimetria. Para ello, se
distinguen dos tipos de distribuciones, las que tienen forma de campana
y las que no la tienen, empledndose expresiones alternativas para su
célculo.

1. Si la distribucién tiene forma de campana se utiliza la expresién:
z— M,
g

De tal forma que cuando Ay es igual a cero la distribucién es
simétrica, si es menor, asimétrica negativa o tendida a la derecha,
y si es mayor, asimétrica positiva o tendida a la izquierda.

As =

Ejemplo 1.27 Dada la distribucién campaniforme:

(Li, Liga] | @i | ng | hy
2.4 | 3| 2] 1
4,8 | 6| 6| 15
(8,12] 10 | 12 3
(12,20] |16 |12 1'5
(20,24] |22| 3075

Donde & = 12, S = 5'12 y M, = 10, ocurre
que:

A. ==
s 512

La representacion grafica de la distribucion
viene dada en la figura 1.5.
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3

L e o L s e e L e e
0 g 10 15 20 25 30

X
Figura 1.5: Histograma
Con Io que la distribucién esta, como puede

observarse en el grafico, inclinada, levemente,
a la izquierda.

2. Si la distribucion no tiene forma de campana o se desconoce este

hecho se calcula la simetria mediante el coeficiente:

ms3
a1 = 53

Siendo la discusién igual a la del caso anterior.

Observe que cuando la distribucién es simétrica coinciden la media
y la mediana, y que si ademas tiene forma de campana ambas son

iguales a la moda.

9.2. Curtosis

El grado de apuntamiento de una distribucion se examina a través
del coeficiente de curtosis, para lo cual se compara con la distribucion
Normal tipificada o N(0,1) que se trata en el capitulo 5 (figura 1.6).
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Se puede adelantar, no obstante, que tiene forma de campana y que su
estructura “probabilistica” viene dada por la expresiéon:

1 _a2

xTr) = e 2.
0.4
031
0.2

Figura 1.6: Funcién de densidad N(0,1)

El coeficiente de curtosis toma la expresion:
my

Cuando dicho coeficiente vale 3 coincide con el de la N(0,1) y se dice
que la distribucién es mesoctrtica, si es menor que 3 platictrtica y si es
mayor que 3 leptocurtica.

Ejemplo 1.28 En la distribucion de frecuencias:

Valor | Frecuencia
5

© 0o D Gt AN
SV VI \CRRUURTAN

claramente no campaniforme, se tiene que: n = 20,
z=5,8=2258 m3=12ymy =471 por lo que
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el coeficiente de asimetria vendria dado por:

ms3 12

2= 0104,
53 1151

g1 =
Lo que implicaria que la distribucién esta levisima-
mente inclinada hacia la izquierda.

Por lo que respecta al coeficiente de curtosis:

m 471
92 = qp = oo = 181
S 2599
Tratandose, por consiguiente, de una distribucién
claramente aplastada o platicurtica.

10. Transformaciones

A veces se tiene el inconveniente de que la distribucién que se
estudia presenta muchas irregularidades, como asimetrias acentuadas,
valores extremos, etc..., en otras ocasiones se debe comparar la posi-
cion de dos elementos que pertenecen a poblaciones con caracteristicas
distintas o del mismo elemento en situaciones distintas. En estos ca-
sos es recomendable efectuar una transformacién que haga mas regular
la distribucién y, por tanto, con mejores condiciones para su estudio.
Particular importancia tiene la tipificacién de una variable.

10.1. Normalizacién o tipificacion

Dada una variable X con media & y desviacién tipica S, la tipifi-
cacion consiste en realizar la siguiente transformacién:

X -z

7 =
S

A la nueva variable Z se le llama variable normalizada o tipificada
y tiene media 0 y desviacién tipica 1. Haciendo un simil, la media y
la desviacién tipica de una variable pueden considerarse como el centro
de gravedad de la distribucién y su escala, respectivamente, por lo que
al tipificar distintas variables las centramos en el mismo punto y las
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dotamos de la misma escala; ademas, los valores tipificados pierden la
unidad de la variable. Por lo anterior, la tipificacion tiene la propiedad de
hacer comparables individuos que pertenezcan a distintas distribuciones,
aun en el caso de que éstas vinieran expresadas en diferentes unidades.

Ejemplo 1.29 Dos trabajadores del mismo sector ganan 620€ y
672€, respectivamente. El primero pertenece a la
empresa A, cuya retribucién media y desviacion
tipica vienen dados por: T4 = 580€ y S, , = 25€,
mientras que para la empresa del segundo trabaja-
dor se tiene: xp = 640€ y S,, = 33€. Tanto uno
como el otro ganan salarios por encima de la me-
dia, por lo que si se quiere conocer cual de los dos
ocupa mejor posicion relativa dentro de su empresa
hay que tipificar sus puntuaciones, y asi:

620 — 580
= " 1
ZA 5% 6
mientras que:
672 — 640
=—— =097
B 33

Por lo que, aunque en términos absolutos el tra-
bajador de la empresa B gana mds que el de A,
en relaciéon al conjunto de los empleados de cada
empresa el empleado de A ocupa mejor posicion.

Otras transformaciones usuales son la del logaritmo y la de la
raiz cuadrada que consiguen una mayor simetria y concentracién de los
valores de la distribucién.

11. Analisis exploratorio de datos

El analisis exploratorio de datos (AED) estd formado por un con-
junto de técnicas estadisticas, fundamentalmente graficas, que pretenden
dar una visién simple e intuitiva de las principales caracteristicas de la
distribucién en estudio. E1 AED puede ser un fin por si mismo o una
primera etapa de un estudio méas completo. Como aspectos mas desta-
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cables que abarca el AED, estan los que se refieren a la forma de la
distribucion y a la deteccién de valores anémalos.

11.1. Diagramas de tallo y hojas de Tukey

El diagrama de tallo y hojas es una representacion semi-grafica
donde se muestra el rango y distribucién de los datos, la simetria y si
hay candidatos a valores atipicos. Para su construccion se siguen los
siguientes pasos:

1. Se redondean los valores a dos o tres cifras significativas.

2. Se divide el rango de los datos en k intervalos, cada uno repre-
sentado por una fila de la tabla que esta dividida por una linea
vertical en dos partes. En cada fila, los datos individuales son re-
presentados por uno o dos digitos, segin el rango, (llamado tallo),
mientras que a la derecha de la linea vertical se coloca el ultimo
digito del valor (llamado hoja). Si hay algin punto que se encuen-
tra lejano de la mayoria de los valores (candidato a valor atipico),
éste es colocado en hoja superior o inferior separada. La tabla de
tallo y hojas se acompana de una columna de frecuencias acumu-
ladas creciente inferior y superiormente hasta el tallo que contiene
la mediana que queda senalado entre paréntesis.

Ejemplo 1.30 A partir de la informacion recogida sobre los
caballos de potencia de distintos vehiculos, se
representa el diagrama de tallo y hojas para
dicha variable (figura 1.7).

Su uso es recomendable siempre que el nimero de datos no sea
muy grande (menor que 50).

11.2. Diagrama de caja 6 diagrama de box-whisker
Los diagramas de caja son representaciones graficas sencillas que

no necesitan un nimero elevado de valores para su construccion. Se utili-
zan para estudiar tanto la dispersién como la forma de una distribucion.
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unidad = 10,0 1|2 representa 120,0

1 0I5
01666777
26 0]8889999999999999999
(20) 1/00000000001111111111
43 1/2233333
36 1]44444444444555555
19 1|6666666677
11889
21000
2122

w o ©

HI | 245,0

Figura 1.7: Diagrama de tallo y hojas

Asimismo son especialmente ttiles para comparar distintas distribucio-
nes entre si.

Diagrama de Cajas
o N
- T
T -

Fotencia

Cinigen

Figura 1.8: Diagrama de cajas

La caja representa el 50 % central de la distribucién, la linea si-
tuada en el interior de la caja es la mediana, mientras que la cruz se
corresponde con la media. Los extremos inferiores y superiores de los
segmentos (también llamados bigotes) delimitan lo que se denomina
como valores “normales” y coinciden, respectivamente, con el minimo
y el méaximo de los valores una vez excluidos los candidatos a valores
andmalos. Los candidatos a valores anémalos se etiquetan como atipi-
cos y coinciden con aquellas observaciones que se encuentran fuera del
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intervalo (LI, LS), donde:

LI = Q1 —15R;
LS = Qs+ 15Ry,

es decir, a una distancia de 01, por la izquierda, o de 3, por la derecha,
superior a una vez y media el recorrido intercuartilico; denominandose,
en este caso, atipicos de primer nivel. Cuando la distancia, por uno de los
dos lados, es superior a tres recorridos intercuartilicos, el valor atipico
se denomina de segundo nivel.

Los valores atipicos de primer y segundo nivel quedan normalmen-
te identificados en el diagrama de cajas por simbolos diferenciados (A,
&, +), debiendo considerarse la posibilidad de realizar una depuracién de
los mismos antes de comenzar el tratamiento de los datos.

12. Ejercicios
12.1. Ejercicio resuelto

1.1 Para realizar un determinado experimento se ha medido la
anchura interorbital, en mm., de una muestra de 40 palomas, obtenién-
dose los siguientes datos:

122, 12'9, 11°8, 119, 11°6, 11°1, 1273, 12'2, 11’8, 118
107, 11°5, 11°3, 11°2, 11°6, 11°9, 13’3, 11°2, 10’5, 11°1
12’1, 11°9, 10’4, 10’7, 10’8, 11°0, 11’9, 10’2, 10’9, 11’6
108, 11°6, 10’4, 10’7, 12°0, 124, 11°7, 11°8, 11’3, 11°1

Se pide:

a) Construya una distribucién de frecuencias y calcule la
media, desviacion tipica y coeficiente de variacién.

b) Agrupe los datos en intervalos con la amplitud mas ade-
cuada, calculando de nuevo los pardametros anteriores y comparandolos
con los resultados obtenidos a partir de los datos no agrupados. Dibuje
el histograma.

En lo que sigue trabaje con la distribucion por intervalos.
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c) (En qué intervalo de centro la media se encuentra, al
menos, el 75 % de la distribucién?

d) Calcule la mediana y la moda.

e) Obtenga el intervalo donde se encuentra el 40 % central
de la distribucién.

f) Estudie la simetria y el apuntamiento de la distribucién.

Solucién:
a) La distribucién de frecuencias seria:

102 1 |10 1 |17 1 || 12'2| 2
104 2 |11 ] 3 || 118 | 4 [ 12'3| 1
105 1 1172 2 |[11'9| 4 || 124 | 1
1073 (1132|1270 1 129 | 1
108 [ 2 |15 1 |[12/1| 1 133 | 1
1091|116 | 4

Graficamente dicha distribucién puede presentarse mediante el
poligono de frecuencias de la figura 1.9.

Para calcular la media:
I8
in; 459’2
=y T o — 11/48 mm

= n 40

Es conveniente comprobar siempre que la media es un valor ra-
zonable y, en particular, dentro del rango de valores de la variable. En
nuestro caso 10'2 < 1148 < 13'3.

La desviacion tipica vendria dada por:

529028
= — (1148)2
N

= V04666 = (/6831 mm
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5

D T T T
10 11 12 13 14

X

Figura 1.9: Poligono de frecuencias

Y el coeficiente de variacion:

/
1
o S _ 0683

Y
7= Trag = 0%

El bajo valor del coeficiente de variacion indica que los valores
estan muy concentrados y que la media representa aceptablemente al
conjunto de la distribucién. En general, valores de C'V menores a 0’1
indican una alta concentracién, entre 0’1 y 0’5 una concentracién media
y valores superiores a 0’5 una alta dispersién y una media poco o nada
representativa.

Observe que tanto la desviacion tipica como el coeficiente de va-
riacion son medidas positivas.
b) Para agrupar la distribucién en intervalos se elige un
niimero de éstos alrededor de /n, en nuestro caso v/40 = 6’32 ~ 7. Los
intervalos son de amplitud aproximada:

Recorrido B 13’3 — 10’2

= = 0'44.
N° de intervalos 7 0
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Buscando siempre que sea un valor facil de manejar, en este caso
se opta por una amplitud de 0’5. La distribucién en intervalos quedaria:

x| [Li—1, L) | ny
1025 | [10,10°5) | 3
1075 | [10'5,11) | 7
11'25 [11,11/5) 8
1175 | [11'5,12) | 14
12/25 | [12,12'5) | 6
12/75 | [12'5,13) | 1
13'25 | [13,13'5) | 1

donde ahora x; representa la marca de clase.

A partir de estos datos se tiene: z = 11’5mm, S = 0/6708mm y
CV = 0/0583. Con pequenas variaciones respecto a los valores obtenidos
para la distribucién original, en todo caso, perfectamente asimilables y
habiéndose conseguido una mayor facilidad de céalculo.

El histograma se representa en la figura 1.10. Como se puede apre-
ciar la informacién visual que proporciona es mucho mas clara que la que
daria el poligono de frecuencias, a todas luces ininteligible. Se trata de
una distribucién unimodal y un poco tendida hacia la derecha, aunque
esto se cuantificard mas adelante.

c) Para contestar a esta cuestién se utiliza la desigualdad
de Tchebychev, que dice:

1
fllai = < k) 21— .

Para k=2,1— k% = 075, por lo que operando con el valor absoluto, el

intervalo sera:

[z — 28,7 + 25] = [10'1138, 12'8462].
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X

Figura 1.10: Histograma

d) Para calcular la mediana se obtiene la columna de fre-
cuencias acumuladas:

x; | (Li—1, L] | ng | N;
1025 | 10—10'5| 3 | 3
1075 | 105 =11 7 | 10
11’25 | 11 — 115 18
1175 | 11’5 —12 | 14 | 32 —

oo

1225 1 12—-12'5| 6 | 38
1275 112’5 —-13 | 1 | 39
1325 | 13—13'5| 1 | 40

La mediana se encuentra en aquel intervalo tal que N; > § = 20,
por tanto M, € (11'5,12], por lo que utilizando la férmula apropiada, se
tiene:

n_ Ny 20 — 18

Me=1L;_1+ a; = 11’5+ 0’5 = 11’5714 mm

()

Por lo que 11’5714 deja el 50 % de la distribucién a la izquierda y el otro
50 % a la derecha.
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Para calcular la moda, puesto que los intervalos son de igual am-
plitud, se selecciona aquel que tenga mayor frecuencia, en este caso el
(11’5, 12] que tiene frecuencia 14, y se aplica la férmula correspondiente:

Ni+1 6

M,=L;_ =115+ ——0'5 = 11’7143
o i 1+ni—1+ni+1al +6+8 mm

e) E140 % central de la distribucién estéd contenido en el in-
tervalo (Psg, Pro). El percentil Psy se encuentra en el intervalo (L;—_1, L]
para el que se verifica que N; > % = 12. Observando la columna
de frecuencias acumuladas se ve que dicho intervalo es el (11,11’5]. Por
tanto:

12 —10
Py =11+ 0’5 = 11'125.
Operando de forma andaloga:
28 — 12
Py =115+ 7 0’5 =11'8571.

Por lo que el intervalo pedido serd el (11'125,11'8571).
f) Puesto que la distribucién tiene forma de campana el
coeficiente de simetria viene dado por:

T—M, 11'5—11/7143
s S 0’6708

Por lo que la distribucion esta ligeramente inclinada hacia la derecha.

El coeficiente de apuntamiento:

7
211@ D (xi—2)'f;
=1

my . 0/400488

_ M4 - =1 :
st (0'6708)4 07202475 101190

g2

Al ser g9 < 3 la distribucién es platicurtica, es decir, mas aplastada que
la distribucién N (0, 1).
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12.2. Ejercicios propuestos

1.1. Al comenzar el curso se pasé una encuesta a los alumnos del
primer curso de un colegio, preguntandoles, entre otras cuestiones, por el
ntmero de hermanos que tenian, obteniéndose los siguientes resultados:

3,3,2,2,8,5,2,4,3,1,4,5,3,3,3,3,3,2,5

1,3,3,2,2,4,3,3,2,2,4,4,3,6,3,3,2,2,4

3,4,3,2,2,4,4,3,3,4,2,5,4,1,2,8 2,3,3,4

a) Represente este conjunto de datos con un diagrama de
barras.

b) Calcule media, moda y mediana.

c) Estudie la dispersién de los datos.

d) Analice la simetria de la distribucién.

1.2. Los pesos de un colectivo de ninos son:
60, 56, 54, 48, 99, 65, b8, 55, 74, 52, 53, 58, 67, 62, 65
76, 85, 92, 66, 62, 73, 66, 59, 57, 54, 53, 58, 57, 55, 60
65, 65, 74, 55, 73, 97, 82, 80, 64, 70, 101, 72, 96, 73, 55
59, 67, 49, 90, 58, 63, 96, 100, 70, 53, 67, 60, 54

Obtenga:

a) La distribucién de frecuencias agrupando por intervalos.

b) La mediana de la distribucién.

c) La media de la distribucién, indicando su nivel de repre-
sentatividad.

d) Utilizando la agrupacién en intervalos, el porcentaje de
alumnos que tienen un peso menor de 65 kg y el ntimero de alumnos con
un peso mayor de 60 kg dentro del grupo de los que pesan menos de 80
kg.

1.3. En el Consejo de Apuestas del Estado se han ido anotando,
durante una temporada, el niimero de premiados de quinielas segin la
cantidad de aciertos, obteniéndose la siguiente tabla:

N° de aciertos (11 12 13 14 15
N° de personas (miles) | 52 820 572 215 41
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Calcule:
a) La mediana, la moda y los cuartiles de la distribucién.
b) La simetria de la distribucién.

1.4. En un puerto se controla diariamente la entrada de pes-
queros segun su tonelaje, resultando para un cierto dia los siguientes
datos:

Peso(Tm.) | 0-25 25-50 50-70 70-100 100-500
N° de barcos | 5 17 30 25 3

Se pide:

a) El peso medio de los barcos que entran en el puerto
diariamente, indicando la representatividad de dicha medida.

b) El intervalo donde se encuentra el 60 % central de la
distribucion.

¢) El grado de apuntamiento.

d) El tonelaje més frecuente en este puerto.

1.5. El ntimero de dias de hospitalizacion de los enfermos que
llegan en un cierto dia a un servicio de urgencias, viene dado por:

N° de dias ‘0—1 2-5 6-8 9-15
N° de enfermos ‘ 53 24 16 7

Se pide:

a) Un coeficiente que represente la distribucién indicando
dicho nivel de representatividad.

b) El porcentaje de enfermos que se quedan hospitalizados
méas de 5 dias.

c) El valor que divide a la distribucién en dos partes iguales.

1.6. Segun un estudio se sabe que la planificaciéon 6ptima de una
determinada empresa exige que el 70 % sean administrativos, el 25 % je-
fes de departamento y el 5% inspectores. Para realizar esta planificacién
se lleva a cabo un examen tipo test, obteniéndose las siguientes puntua-
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ciones:
Puntuacién | Empleados
[0,20) 70
[20,50) 115
[50,75) 95
[75,100) 5
a) ;Cual es la puntuacién minima para ser jefe de departa-
mento?

b) ;Y para ser inspector?

1.7. Para la seleccion de personal en dos empresas se realiza un
test obteniéndose las siguientes puntuaciones porcentuales:

Factoria I Factoria II
Puntuacién | Porcentaje | Puntuacién | Porcentaje
[0,10] 0’07 [10,20] 0’08
[11,19] 025 [21,25] 016
[20,28] 038 [26,30] 0’20
[29,41] 0’19 (31,39 0’28
[42,50] 0’11 [40,44] 023

[45,50] 0’05

a) ;Cudl de las dos factorias ha sido menos homogénea en
los resultados?

b) ;Qué persona ha tenido una puntuacién mayor con res-
pecto a su factoria: el que ha obtenido 35 en la factoria I o el que con-
sigui6 38 en la I17

1.8. La vida 1til de cierto tipo de bombonas de gas presenta la
siguiente distribucion:

Horas | Fraccion de bombonas
[10,30) 0’04
[30,40) 027
[40,50) 0’34
[50,70) 0’26
[70,80] 0’09
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Calcule:

a) La vida media de las bombonas de gas.

b) El tiempo de vida més frecuente.

c) El intervalo, con centro la media, donde se encuentre, al
menos, el 85 % de la distribucidn.

d) El apuntamiento de la distribucién.

1.9. El gasto de 100 experimentos, siendo la unidad 100€, viene
dado por la siguiente tabla:

Gasto | [10,20) [20,30) [30,40) [40,55]
N° Experimentos ‘ 15 50 30 )

Calcule:

a) El gasto medio de los experimentos.

b) El porcentaje de experimentos que tienen un gasto entre
2300€ y 3500€.

c) Los precios que dividen a la distribucién en cuatro partes
iguales.

d) El gasto més frecuente.

1.10. En una entidad bancaria se sabe que, por término medio,
el 15 % de los cheques son sin fondo. Las cantidades recogidas en dichos
cheques, en euros, son las siguientes:

Importe de | Nimero de
los cheques cheques

[0,200) 325
200,600) 515
(600,1000) 420
[1000,3000] 270

Calcule:
a) El importe medio de los cheques sin fondo.
b) El importe més frecuente de los cheques sin fondo.
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1.11. Para un determinado experimento se venia trabajando con
unas temperaturas que variaban entre 100°C y 130°C. Estas tempera-
turas tenfan una media de 110°C y una desviacién tipica de 16°C. Con
un nuevo sistema se ha conseguido aumentar esta temperatura en 12°C.
;,Coémo varia la dispersién relativa de dicha temperatura?

1.12. La produccién de una empresa estd organizada en dos fac-
torfas. La distribucion de los salarios en cada una de ellas es la siguiente:

Salario Obreros Obreros
en euros | Factoria A | Factoria B
[180,360) 20 20
[360,480) 23 28
[480,600) 22 14
[600,900) 15 8
[900,1200] 3 2

Se pide:

a) El salario més frecuente de la factoria A.

b) El salario que divide a la distribucién de la factoria B en
dos trozos iguales.

c) Los salarios medios de cada factoria.

d) El salario medio total a partir de los salarios medios de
cada factoria.

1.13. El consumo de gasolina de dos coches de las marcas Citroén
y Mercedes es, respectivamente, de 10 y 11 litros cada 100 km. Para el
conjunto de los coches Citroén y Mercedes, se tienen, respectivamente,
consumos medios de 7/4 y 10’5 litros y varianzas de 9 y 16 litros?. Indique
cudl de los dos coches tiene mayor consumo relativo dentro de su grupo.

1.14. En los contratos de venta de un fabricante, existe una clau-
sula por la que acepta la devolucién de piezas defectuosas. Se consideran
defectuosas aquellas cuya longitud no esté comprendida entre (z—1I, Z+1).
La longitud media de dichas piezas es de 22 mm. con desviacion tipica
0’3. ;{Cuénto debe valer | para que el porcentaje de piezas devueltas no
supere el 10 %?
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1.15. Una empresa automovilistica ha realizado un estudio sobre
el grado de satisfaccién de sus clientes (X) con la compra de vehiculos
pertenecientes a los segmentos medio (M) y alto (A), obteniendo los
siguientes resultados:

X ny | na
0-6 4 4
7-13 6 7
14-20 9 9
21-27 || 12 8
28-34 9 2

a) Se considera que el grado de satisfaccién es aceptable si la
puntuacién obtenida es superior a 19. Calcule el porcentaje de personas
en cada grupo con un grado de satisfaccién aceptable.

b) ;Cudl de los dos grupos presenta mayor variabilidad?

1.16. Una poblacién esta dividida en dos subpoblaciones A y B,
de las cuales se conoce lo siguiente:

na=12, np=9, Y x; =234, ;=138 Y 27 = 5036,
A B A

> af = 2586, Mo, =20, Mo, = 22, M, =19, M,,, = 16.
B
a) ;Se puede calcular la media global del conjunto? En caso
afirmativo, calctlela.
b) ;Se puede calcular la moda y la mediana global del con-
junto? En caso afirmativo, calcilela.
c) ;Cudl de las medias de las dos subpoblaciones es més
representativa?

1.17. De una distribucion se sabe que su media vale 5 y que el
momento de orden dos con respecto al origen vale 29. Obtenga una
cota inferior del porcentaje de dicha distribucién que se encuentra en el
intervalo [2, 8].
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1.18. Cuantificando a seis individuos en las variables X e Y, se
dispone sélo de algunos de estos valores, se muestra a continuacién la
informacién disponible:

X 1661 6|6
Y 24

6
Complete la tabla sabiendo que la media de Y vale 14, que Z x; = 48,
i=1
y que al tipificar los valores de X se obtiene el mismo resultado que al
tipificar los valores de Y.



Capitulo 2

Analisis conjunto de variables

En el capitulo anterior se ha considerado un tunico caracter, sin
embargo, es frecuente estudiar conjuntamente varios caracteres y pre-
guntarse si existe o no algtin tipo de relacién entre ellos. Este capitulo
se dedica al estudio de la relacién entre dos caracteres, comenzando con
la organizacion y sintetizacion de la informacion, siguiendo un esquema
analogo al establecido en el capitulo anterior, para concluir con el estu-
dio de la relacion entre ambos. Cuando se analiza la relacion entre dos
caracteres se pueden presentar dos casos extremos: el primero de ellos
serd aquel en que conocido el valor de un caracter se pueda obtener el
valor del otro, el segundo se presenta cuando la informacién sobre un
caracter no arroja ninguna informacion sobre el otro. Entre estas situa-
ciones extremas se dan una infinidad de casos intermedios, por ello, el
objetivo del capitulo serda analizar el nivel de influencia existente en-
tre los caracteres. Hay que indicar, no obstante, que dicho andlisis no
establecera cudl es la causa y cudl el efecto entre ambos, sino sélo la
intensidad de la relacién.

1. Distribucion conjunta de dos caracteres
Cuando el investigador esta interesado en el estudio de dos caracte-

res de una poblacién, se obtienen dos observaciones para cada individuo,
que se recogen en forma de pares de valores, que deben ser organizados



54  Capitulo 2. Andlisis conjunto de variables

XY Ty |y || s
T nip |~ | Ny | - | Nis | N1
L [ N1 | o | Ny | 0 | Tops | Ty
n‘l .. n'j e n‘s n

Tabla 2.1: Distribuciones conjuntas y marginales de (X,Y)

en funcién de la naturaleza de dichos caracteres.

Al igual que en el caso unidimensional es interesante organizar
los datos en forma de tabla de frecuencias, sin embargo, al tener que
especificar los valores que toman ambos caracteres, la tabla debe ser
de doble entrada o bidimensional, véase la tabla 2.1. Supongamos que
X toma r valores distintos x1,x9,...,x,, ¢ Y toma s valores distintos
Y1,Y2,--.,Ys. Se define la frecuencia absoluta del par (z;,y;), que se
denota por n;;, como el nimero de veces que se observa dicho par de
valores. Esta distribucién se denomina distribucion conjunta de (X,Y).

T S
Se verifica que E E n;; = n, valor que aparece recogido en la
i=1 j=1
parte inferior derecha de la tabla. Conservando la notacién, f;;, con f;; =
T S
45
n ?

es la frecuencia relativa del par (x;,y;) y por lo tanto Z Z fij =1
i=1 j=1

Si la distribucién es de atributos, la tabla se llama de contingencia
y si es de variables se denomina de correlacion. Inicialmente, se centra
el estudio en el caso en el que los caracteres sean variables, para abordar
el estudio de tablas de contingencia en posteriores apartados de este
capitulo.

La situacién de los valores no nulos en la tabla de doble entrada
da una idea intuitiva de la posible relacion entre ambos caracteres, asi,
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el que las mayores frecuencias se den alrededor de una diagonal viene
a indicar la existencia de relacion, mientras que el que no se dé esta
circunstancia va a suponer, generalmente, la ausencia de la misma.

2. Distribuciones marginales

En la tabla 2.1, se han sumado las frecuencias que aparecen en cada
una de las filas y columnas, colocandose los resultados en los margenes,

donde:
T S
n.j = E Nij 5 T = § nij Y
i=1 j=1

T S
n=n.= ZZ’I’LU,
i=1 j=1
de tal forma que la primera y iltima columna de la tabla 2.1, constituyen
la distribucion marginal de X, y la primera y ultima fila la distribucion
marginal de Y. Légicamente se verifica que:

Sfi=1, Y fi=1y
i=1 j=1
S fii=1,

i=1 j=1
lo que garantiza la condicion de ambas distribuciones.

Se interpreta f;. como la proporcion de datos que toman el valor x;
de X, independientemente del valor que tome Y. Una notacién anédloga
se maneja para la variable Y.

Obsérvese que considerar la distribucion marginal de una variable
equivale a considerar la distribucion de ésta independientemente de la
otra.

3. Distribuciones condicionadas

Cuando se posee informacion previa de una de las variables en
estudio, ésta puede modificar la informacién disponible de la otra. En
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particular, cuando se considera la distribucién de una variable para un
valor fijo de la otra se obtiene la distribucion condicionada. Méas concre-
tamente, las frecuencias condicionadas son:

fi‘j = ﬁ Vz—1,2,-~,7'
fg = 3% ¥ji=1,2,---s.

Que son, respectivamente, la condicionada de X para el valor y;
de Y, paraj=1,2,---,s,y la condicionada de Y para el valor z; de X,
parat=1,2,--- 1.

Ejemplo 2.1 Un alumno de Estadistica esta interesado en estu-
diar la estatura y el peso del grupo de 21 alumnos
varones que pertenecen a su clase. A tal efecto y
una vez provisto de los adecuados aparatos de me-
dida, metro y balanza, se dispone a realizar las me-
diciones. Los resultados que obtuvo se ofrecen en
la tabla 2.2. La estatura y el peso se dan con una
precision de 0’01 metros y 1 kilogramo, respectiva-
mente.

H Estatura \ Peso H Estatura \ Peso H Estatura \ Peso H

1’78 80 1’83 78 1’73 70
1’72 68 1’80 76 1’66 66
188 87 1’84 94 1’80 7
1’81 85 177 74 1’75 70
1’73 78 177 7 1’69 72
1’89 84 1’82 82 1'71 77
1’80 82 1’71 67 1’68 66

Tabla 2.2: Tabla de datos

El alumno domina el analisis descriptivo univarian-
te y no tiene dificultad en aplicarlo a cada una de
las variables que ha considerado, obteniendo asi in-
formacion sobre las medias, dispersiones, simetrias,
etc., de la estatura y el peso. Sin embargo, conside-
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ra la posibilidad de que entre las dos variables exis-
ta algin tipo de relacién. A la vista de los datos, y
pensando que en otra situacion parecida el niimero
de individuos en estudio fuera mucho mas grande,
decide agrupar a éstos en clases uniformes. Después
de analizar la situacion establece intervalos de am-
plitud 0°05 metros y 5 kilogramos, para estatura
y peso respectivamente, reorganizando la informa-
cién obtenida en una tabla de doble entrada. El
resultado que obtuvo se recoge en la tabla 2.3.

Estatura

Peso

1’65-1'70 | 1’71-1"75 | 1°76-1°80 | 1'81-1'85 | 1'86-1"90

65-69

2 2

70-74

1 2 1

75-79

2

80-84

85-89

90-94

1
1
1
1

Tabla 2.3: Distribucién conjunta

A la vista del resultado obtenido, el investigador
observa que ha perdido precision respecto a los da-
tos originales. Efectivamente, utilizando la tabla de
doble entrada lo tinico que se puede decir, por ejem-
plo, es que hay dos individuos que midiendo entre
1’71 y 1’75 metros pesan entre 75 y 79 kilogra-
mos, ignorandose las mediciones exactas de éstos.
No obstante, entiende que aunque el volumen de
datos fuera muy grande la tabla de doble entrada
seguiria siendo valida con la adicion, tal vez, de
algunas clases extremas y, ademas, piensa que el
error que se cometeria no seria muy grande si, Ile-
gado el caso, se viera en la necesidad de asignar a
cada intervalo su marca de clase. Por otra parte,
vy en el haber de la abstraccion realizada, un me-

57
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ro analisis visual hace entender que entre las dos
variables existe cierta relacion, pues los valores no
nulos de la tabla se distribuyen alrededor de una
diagonal, obteniéndose un resultado que como era
de esperar, y a falta de algun tipo de cuantificacion
que se realice mas adelante, hace corresponder, en
general, a los individuos de estatura baja los de po-
co peso y a los de estatura alta los de mayor peso.
No se puede decir que conocida la estatura de un
individuo quede determinado su peso pero si que
se puede acotar éste e incluso hacer una previsién
aproximada de su valor. Tampoco se puede decir
cual de las dos variables determina los valores de
la otra.

A continuacion, el alumno piensa que quizds seria
interesante ofrecer los valores de la tabla como pro-
porciones del niimero total de observaciones, para
ello divide cada elemento de la tabla por el niimero
de individuos en estudio, obteniendo la tabla 2.4.

Estatura

Peso || 165-1'70 | 1'71-1’75 | 1'76-1°80 | 1'81-1'85 | 1’86-1'90
65-69 [ 2/21 2/21 0 0 0
70-74 | 1/21 2/21 1/21 0 0
75-79 0 2/21 3/21 1/21 0
80-84 0 0 2/21 1/21 1/21
85-89 0 0 0 1/21 1/21
90-94 0 0 0 1/21 0

Tabla 2.4: Distribucién relativa conjunta

Ahora su interés se centra en conocer la propor-
cion de sus companeros que pertenecen a una de las
clases de estatura independientemente del peso que
tengan. Para ello, se da cuenta de que sélo tiene que
sumar cada columna, obteniendo, por ejemplo, que
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Estatura
Peso || 165-1'70 | 1'71-1'75 [ 1'76-1’80 | 1’81-1'85 | 1’86-1'90 || f(P) |
65-69 [ 2/21 2/21 0 0 0 4/21
70-74 ] 1/21 2/21 1/21 0 0 4/21
75-79 0 2/21 3/21 1/21 0 6/21
80-84 0 0 2/21 1/21 1/21 [ 4/21
85-89 0 0 0 1/21 1/21 [ 2/21
90-94 0 0 0 1/21 0 1/21
/B[ 3/21 | 6/21 [ 6/21 | 4/21 | 2/21 | 1 |

Tabla 2.5: Distribuciones marginales

hay tres individuos cuya estatura esta comprendi-
da entre 1°65 y 1’70 metros, seis entre 1’71 y 1°75
metros, y asi sucesivamente. Realizando la misma
operacion con las filas obtiene los resultados para
el peso. Al objeto de organizar esta informacion
decide anadir una fila y una columna en la tabla
donde almacena los resultados, véase la tabla 2.5.

Siguiendo con los datos del ejemplo, nuestro inves-
tigador se pregunta por la proporcién de compa-
neros que poseen una cierta estatura dentro de los
del grupo que pesan entre 75y 79 Kilogramos, que
sabemos constituyen % del total.

Le resulta facil comprobar que de entre los que tie-
nen ese peso hay % que tienen una estatura entre
1’71 y 1’75 metros. Observe que podria haber lle-
gado al mismo resultado de haber dividido 2—21 entre
2%, es decir, la proporcion de individuos con altu-
ra en la clase [171,1'75] y peso en [75,79] entre
el correspondiente a la proporciéon marginal de la
variable peso en la clase [75,79].
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4. Independencia

La independencia-dependencia viene a medir la informacién que
arroja sobre una de las variables el conocimiento que se tiene de la otra
variable. Asi, una informacion total implica dependencia funcional, la
nula informacién independencia, y una informacién parcial dependencia
estadistica.

Formalmente, se dice que X es independiente de Y si se verifica
que:
fi|j:fi~ Vi:]_,"',”f' j:1725”'75'

Es decir, si la frecuencia condicionada coincide con la marginal. De la
misma forma se define la independencia de Y respecto de X.

La definicién de distribucion condicionada da una expresién alter-
nativa para la independencia, y asi X e Y son independientes si:

fij = fi-f5 Vi, g,

que ademads pone de manifiesto que la independencia se establece en un
doble sentido; es decir, X es independiente de Y si y sélo si Y lo es de
X.

Ejemplo 2.2 En el ejemplo que se arrastra, nuestro joven es-
tadistico se pregunta por la posibilidad de que exis-
ta algin tipo de relacion entre las variables, en el
sentido de que conocido el valor de una de las va-
riables se pueda decir algo sobre la otra. El ob-
serva que si el peso esta comprendido entre los 65
y los 70 kilos la estatura debe estar entre 1°65 y
1’75 metros, y que no hay individuos que en ese
rango de pesos mida mas de 1’75 metros. Es mas,
este ejemplo le hace ver que si uno de los cruces
de las clases, por ejemplo (x;,y;), tiene frecuencia
nula, el conocimiento de que una de las variables
toma valores en la clase x; imposibilita que la otra
variable tome valores en la clase y;, y viceversa.
Pensando en su problema, llega a la conclusion de



2.5 Medidas de dependencia. Coeficientes de relacion 61

que existiria una dependencia total o funcional si
el conocimiento del valor de una de las variables
determina el valor que tomara la otra. Esto impli-
ca que si X depende funcionalmente de Y en cada
fila hay una sola frecuencia distinta de cero, y si Y’
depende funcionalmente de X ocurre lo mismo con
las columnas.

Por otra parte, le resulta evidente que las variables
son independientes si fijado cualquier valor de una
de las variables la otra variable mantiene sus por-
centajes iguales a los de su distribucion condiciona-
da. Entre estas dos situaciones extremas, descubre
que existen muchas posibilidades intermedias.

Por otra parte, se dice que X depende funcionalmente de Y, si
conocido el valor que toma Y queda determinado el valor de X.

Para acabar esta seccion se comprueba con un contraejemplo que
la, dependencia funcional no se establece en doble sentido.

Ejemplo 2.3 En la siguiente distribucion:

X/Y |y |y2|ys
T 1210 | 4
T2 0 7 0

X depende funcionalmente de Y, puesto que cono-
cido el valor de Y queda determinado el de X, pero
el reciproco no se da, puesto que si X toma el valor
x1, Y puede tomar el valor y; o el ys.

5. Medidas de dependencia. Coeficientes de relaciéon

Los términos asociacion, correlacion, contingencia, concordancia
y otros similares, se suelen utilizar como equivalentes muy a menudo. No
obstante, haciendo un uso més correcto de la terminologia estadistica,
aun con significado semejante, se puede considerar:
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= correlacion de variables propiamente dichas, o sea, medidas en es-
cala de intervalo.

= concordancia de ordenaciones, entendiéndose como tales las deno-
minadas variables ordinales, y

= asociacién o contingencia de variables nominales o atributos.

Asi, para clasificar los coeficientes que detectan y miden el grado
de relacion, o dependencia estadistica, se ha tenido en cuenta el tipo y
la naturaleza de las variables sometidas a estudio.

5.1. Variables continuas. Correlacion
5.1.1. Covarianza

Para facilitar el estudio y la notacién de la covarianza, se introduce
previamente el concepto de momentos bidimensionales.

Se define el momento de orden (h, k) respecto al origen como:
T S
h, k
ank =) @iy
i=1 j=1
Es facil ver que a1, es la media de X y que ag,1 es la media de Y.

Por otro lado, el momento de orden (h,k) respecto a la media
viene dado por:

Mp g = 2 z:l(xz' —2)"(y; — )" fij-
i=1 j=

Constatandose que my o es cero, al igual que mq 1, que mao y mp2 son
las varianzas de X e Y, respectivamente, y que es posible expresar los
momentos respecto a la media en funcién de los momentos respecto al
origen. En particular se da la relacién

mi,1 = a1,1 — a1,000,1 -
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A my ;1 sele denomina covarianza de la distribucién, denotandosele
también por S;,. Este coeficiente juega un importante papel en el estu-
dio de la relaciéon lineal entre las variables. Para analizar esta cuestion,
se consideran las representaciones graficas de la figura 2.1 que reflejan
distintas situaciones, dichas representaciones reciben el nombre de nube
de puntos o, también, diagrama de dispersion.

~
R
.

o
.
Y
PR Y

.
oo oo

Figura 2.1: Analisis de la covarianza

El punto que viene determinado por la media de X y la media de
Y constituye el centro de gravedad de las nubes de puntos en todos los
€asos.

Como se sabe, la covarianza viene dada por la expresion

Sey =D (@i —2)(y; —9)fij

i=1 j=1

Szy es una medida simétrica y se puede leer como la suma de los
productos de las desviaciones de X por las desviaciones de Y con respec-
to a sus medias respectivas; de tal forma, que si el signo de la desviacién
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de X coincide con la de Y, como ocurre en el primer y tercer cuadrante,
se genera un sumando positivo; y cuando el signo es distinto -segundo
y cuarto cuadrante- la aportacion a la covarianza es negativa. Por tan-
to, la concentracién de valores en los distintos cuadrantes determina el
signo y la cuantia de S;,. Asi, en los casos A y B de la figura 2.1, S,
se aproxima a cero, en el caso C' va a ser alta y positiva, y en el D altay
negativa. Por tanto, se estd en condiciones de afirmar que la covarianza
detecta la relacién lineal entre las variables y el sentido de ésta, pero
no distingue entre la no presencia de relacién, caso B, y la existencia
de alguna dependencia no lineal, caso A. De todas formas, atin para el
estudio de relaciones lineales la covarianza adolece de ciertos problemas,
como el de venir acompanada de las unidades de las variables y el de
depender del nimero de observaciones.

5.1.2. Coeficiente de correlacion de Pearson

Para obviar las carencias de la covarianza se introduce el coeficien-
te de correlacion lineal o coeficiente de correlacion de Pearson

_ Sxy
T 5.8,

r

que es una medida adimensional, ordinal, toma valores en el intervalo
[—1,1] y tiene el signo de Sy, por lo que cuando la relacién lineal entre
X e Y es exacta y directa, es decir, todos los puntos se encuentran sobre
una recta con pendiente positiva, vale 1, cuando es exacta e inversa,
es decir, todos los puntos se encuentran sobre una recta con pendiente
negativa, vale —1 y cuando no hay relacién lineal 0; con un analisis
l6gico para las posiciones intermedias. Cuando r vale cero, se dice que
las variables estan incorreladas.

En el caso lineal, al cuadrado de r se le llama coeficiente de deter-
minacion y se le denota por R?, representando una medida cardinal o
cuantitativa para medir la relacién lineal entre las variables. Se estudia
este coeficiente con mas detalle en el capitulo siguiente.

Se concluye este apartado indicando que la independencia implica
incorrelacion, pero el reciproco no siempre es cierto. Este resultado es
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consecuencia de que la independencia supone la descomposicién de los
momentos de orden (h, k) (respecto al origen o respecto a la media) en el
producto de los momentos (h,0) y (0, k); asi, a1,1 = a1,0a0,1 y por tanto
Szy = m11 = a1pa0,1 — ai,0a0,1 = 0, con lo que » = 0 y las variables
estdn incorreladas. En sentido contrario, la incorrelacién sélo implica esa
descomposicién para el momento (1,1). En cierta forma, se puede decir
que la incorrelacion es una independencia de primer orden o lineal.

Ejercicio 2.1 Demuestre que las variables X e Y de la siguiente
distribucién:

>

00 ot ot oo

= O =N

|
N

estan incorreladas, pero no son independientes;
es mas, existe una relacién funcional entre ellas.
Indiquela.

Por tanto, el coeficiente de correlacion de Pearson mide el grado
de relacion lineal entre dos variables cuantitativas indicando el sentido
directo o inverso de la relacién. Es el mas comun de todos los coeficientes
porque es la base de otras muchas medidas de relacion entre variables de
distinta naturaleza, de hecho, a menudo se tiende a interpretar cualquier
coeficiente como si del de Pearson se tratase.

5.1.3. Coeficiente de correlacion biserial

Se utiliza para establecer el grado de correlacion entre dos variables
cuantitativas cuando una de ellas ha sido dicotomizada previamente. Se
trata de una modificacién del coeficiente de correlacién de Pearson entre
una variable continua X y otra Y que se ha dicotomizado y que en origen
responde a una estructura de distribucién normal®.

'La distribucién normal se estudiard en el capitulo 5
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El coeficiente de correlacion biserial se denota por 7, y se puede
calcular indistintamente por cualquiera de las siguientes expresiones:
_ X Xypg, X - X p

h=—g—(—)=—c—0),

S ) S Yy

donde:

X es la variable continua

Y es la variable dicotomizada

X, es la media de X cuando Y vale 0

)_(q es la media de X cuando Y vale 1

X es la media de la distribucién marginal de X

Sy es la desviacién tipica de la marginal de X

p es la proporcién de elementos con asignacion 0 en la variable Y

q es la proporcién de elementos con asignacién 1 en la variable Y,
(¢g=1-p)

y es el valor de la ordenada correspondiente a un valor de x que divide
el area de la distribucién normal tipificada en dos partes, una igual
a p y otra igual a q.

Se interpreta de forma andloga al coeficiente de correlacion de
Pearson en lo referente a la intensidad de la relacién, no a su sentido;
ademas, cuando la correlacion es alta y el requisito de normalidad de
Y no se cumple de forma estricta, el coeficiente de correlacion biserial
puede valer mas de 1 o menos de -1.

Como variante, aunque con idéntica interpretacién y similar no-
tacién y expresion, se debe tener presente el coeficiente de correlacion
biserial-puntual, que se utiliza para medir la correlacién entre una va-
riable continua y otra dicotémica por naturaleza, definido por:

X, — X, X,—X [p
TWngqpqz%,v:.
x x
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Observacion 2.1 Desde el punto de wvista prdctico, el coeficiente de
correlacion biserial se usa sobre todo para hacer inferencias. Su cdlculo
necesita conocer la distribucion normal, puesto que es necesario obtener
el valor y.

Ejemplo 2.4 Con la finalidad de buscar el mayor rendimiento de
la tierra, un agricultor, preocupado por su cosecha
de naranjas, esta interesado en estudiar el grado
de relacion entre la cantidad de fruta recogida y
la lluvia caida en los itltimos 10 anos. Para ello
parte de la siguiente informacion, obtenida por €l
mismo, en la que ha clasificado los afios en secos
(S) o lluviosos (L):

Naranjas (Tm)| Ano || Naranjas (Tm) | Anio
1001 L 9’57 L
82 L 5’9 S
723 S 6’8 S
11’45 L 6’8 S
8’50 L 79 L

Para estudiar a partir de estos datos la relacion
entre las variables, se recurre al coeficiente de corre-
lacién biserial-puntual®, realizando la divisién de
la cosecha en dos series, la obtenida en temporada
de sequia, con valor asignado 1, y la obtenida en
temporada de lluvia, con asignacién el valor 0. Se
denota por X la cantidad de naranjas y por Y si
la temporada es de lluvia o de sequia.
_ 927167 — 6’6825 /ye oA — (f
Ty = 70077 VU604 = 0/7457.

Lo que indica una relacion de dependencia relati-
vamente fuerte entre las variables.

2Se ha utilizado el coeficiente de correlacién biserial-puntual y no el coeficiente de
correlacién biserial, debido a que aunque la variable “lluvia caida” es en principio con-
tinua y probablemente Normal, el uso del coeficiente de correlacién biserial requiere
conocimientos hasta ahora no adquiridos, como se indica en la observacién 2.1.
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Dada la inseguridad ante las medidas de la concen-
tracion de lluvia anual por metro cuadrado que ob-
tuvo el agricultor, éste decide prescindir por com-
pleto de sus datos y recurrir a la informacién que
sobre el tema proporciona anualmente el instituto
meteoroldgico, el cual le proporciona la cantidad de
Iluvia caida cada ano. Se denota por X la cantidad
de naranjas y por Y los m? de Illuvia.

De esta forma los datos han sido transformados en:

Nar. (Tm)| Lluvia (m?)|| Nar. (Tm)| Lluvia (m?)
10°01 1’3 9’57 14
82 09 59 067
7’23 0’87 6’8 0’56
11’45 1’75 6’8 0’87
8’50 0’96 79 1’24

Con esta informacion se analiza la relacion de las
variables con el coeficiente de correlacion de Pear-
son, ya que ambas son continuas.

ro= g% = 0917511

R? = (/841827.

Con esto se concluye que existe una fuerte depen-
dencia lineal y ademas directa entre ambas varia-
bles, es decir, la cosecha de naranjas es mayor cuan-
do mayor es la cantidad de lluvia caida.

5.2. Variables ordinales. Concordancia
5.2.1. Coeficiente de correlaciéon por rangos de Spearman

Este coeficiente se utiliza para medir la relacién entre dos sucesio-
nes de valores ordinales. Es el coeficiente de correlacién de Pearson para

las llamadas variables cuasi—cuantitativas, discretas, o bien, para aque-
llas cuantitativas que han sido transformadas en ordinales (n primeros
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numeros naturales para cada variable) tiene la forma

oY
re=1-——=1
’ n(n? —1)

donde:

rs es el coeficiente de correlacién por rangos de Spearman

d; es la diferencia entre el valor ordinal de la variable X y el de la
variable Y en el elemento i-ésimo

n es el tamano de la muestra

Se verifica que —1 < rg < 1.

Si hay un gran nimero de elementos con el mismo valor en alguna
de las dos variables, es decir, si hay muchos empates, es conveniente
recurrir a las correcciones de este coeficiente. Quedando el coeficiente

Ccomo n
x2+y2—Zdi2
r. — i=1
S 2 $2y2 Y
con: , ; n t3 .
2 _ n— _ T T
o= Bty T o= gt
=1
3 - 3 —t,
2 _ n’—3 by Yi
o= o) Ty, T o= Bt
i=1
donde:

t;; es el nimero de empates en el rango 7 de la variable X

ty, es el nimero de empates en el rango 7 de la variable Y’
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Sus caracteristicas e interpretacién son similares a las del coefi-
ciente de correlacion de Pearson.

5.2.2. Coeficiente 7 de Kendall

De forma andloga al coeficiente de Spearman, el coeficiente 7 con-
sidera el orden de los n objetos o elementos tanto de una variable como
de la otra e intenta medir el grado de concordancia o correspondencia
entre ellos. Dicho coeficiente viene dado por

P—-Q
P+Q’

T =
donde:
7 es el coeficiente de Kendall
P el nimero de coincidencias o acuerdos
@ el nimero de no coincidencias o desacuerdos

Nuevamente, si hay gran ntimero de empates, conviene aplicar una
correccion, quedando el coeficiente como

P-Q
\/%n(n—l)—Tx\/%n(n—l)_Ty 7

T =

con:
1 n
T, = 52%1.(% -1),
i=1
1 n
T, = iztyi(tyi -1,
i=1

donde t,, y t,, coinciden con los definidos para el coeficiente de correla-
cion de Spearman.

Sus caracteristicas e interpretacién son similares a las del coefi-
ciente de correlacién de Pearson.
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X [rgX)| Y [rg(Y)| di | d?
50 1 |1 —2 | 4
6| 2 |3] 95 | -75|56'25
7| 3 | 2] 65 |-35]1225
8| 4 |[1] 3 1 1
9| 5 [1] 3 2 4
10/ 6 [0 1 5 25
1| 7 [2] 65 | 05 | 025
12| 8 |2 65 | s | 225
13 9 [3] 95 |-05]025
14| 10 | 2| 65 | 35 | 1225

117’5

Tabla 2.6: Célculo del coeficiente de correlacién de Spearman

5.2.3. Coeficiente v de Goodman—Kruskal

Se utiliza para medir el grado de concordancia entre dos variables
ordinales, estando especialmente indicado cuando hay muchas observa-
ciones y pocos valores posibles, es decir, muchos empates.

Su expresion e interpretacion es muy similar a la del coeficiente de
Kendall, considerando la proporcion de pares semejantes y la proporcion
de pares no semejantes entre los empatados, resultando

Ns —Ng

’y_ns+nd

donde:
v es el coeficiente de Goodman-Kruskal
ns es el nimeros de pares semejantes o no invertidos

ng es el nimero de no semejantes o invertidos

Ejemplo 2.5 Se pretende estudiar la relacion existente entre la
edad (E) y el niimero de hermanos (H) de un grupo
de 10 chicos, para ello se cuenta con los siguientes
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datos:

E|6 12 8 11 10 7 9 14 13 5

H{3 2 1 2 0 21 2 3 1
Se calculara el coeficiente de correlacion por rangos
de Spearman, dado que se estan tratando variables
cuantitativas. Obtendremos primero la version ori-
ginal de dicho coeficiente.

A partir de los calculos recogidos en la tabla 2.6,
se obtiene

n
6y
_ i=1 _ 4 _6-117'5
s = 1_771(712—1) =1="10-99

_ 05 _ / _

= —m—1—07121—02879.
No obstante, debido al elevado niimero de empa-
tes deberia emplearse el coeficiente modificado pa-

ra dicho caso, o incluso al coeficiente de Goodman-
Kruskal. Se calculara el coeficiente modificado de

Spearman.
o _ 10°-3 _ _ 997
L 10}2 3 ) 022 1262 6 05
2 _ — _
v = Tt tn =1
Por tanto el coeficiente modificado queda como
997 +905 1175
rs = 12 = 02589
\/997 - 905
2 2
12

que es ligeramente inferior al original. Del resultado
obtenido se concluye la escasa concordancia entre
la edad y el nimero de hermanos.
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5.3. Atributos. Contingencia
5.3.1. Coeficiente x>

El coeficiente x? se utiliza para medir el grado de asociacién en-
tre dos variables cualitativas con h y k categorias respectivamente. Este
estadistico estd basado en la comparacion de las frecuencias observadas
con las esperadas bajo una cierta hipétesis, generalmente de indepen-
dencia, respondiendo a la expresién

=)

=17

(0ij — ei3)?

9

k
€
=1 v

donde:
0;j son las frecuencias observadas o empiricas
ei; son las frecuencias esperadas o tedricas
Cuando h y k toman el valor 2, es decir, cuando se esta trabajando

con una tabla de contingencia 2 X 2, se aplica la denominada correccion
de Yates, resultando el coeficiente:

2 2
=3 (loij — 6:\ —05)*
i=1 j=1 R4

El coeficiente siempre toma valores no negativos, pero al tratarse
de una medida no acotada, es de dificil interpretacién por si sola, si
bien, cuanto més relacionadas estén las variables sometidas a estudio
més se alejard el coeficiente del valor 0. Su valor depende del ntimero
de observaciones y de las categorias en que éstas se dividen, por tanto
el coeficiente x? y sus derivados no son comparables con cualquier otro
coeficiente obtenido con distinto ntimero de categorias.

Este coeficiente y? es la base de otros obtenidos a partir de él y
que solucionan el problema de su falta de acotacién.
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5.3.2. Coeficiente de contingencia

Es uno de los coeficientes derivados del 2, resultando 1til bajo
las mismas condiciones que aquel pero con mayores posibilidades de
interpretacion. Se denota por C'y se define como

siendo n el tamano muestral.

Se cumple que 0 < C' < 1 y mide la intensidad de la relacién sin
indicar su sentido.

5.3.3. Coeficiente de Cramer

Es otro de los coeficientes derivados del x2. Se caracteriza por V
y su expresiéon es

siendo:
n el tamano muestral
m el minimo entre h y k
h el ntmero de categorias de la variable X
k el nimero de categorias de la variable Y
Se verifica que 0 < V < 1 y se interpreta igual que el coeficiente

de contingencia, teniendo en cuenta que sélo proporciona informacion
sobre la relacién entre las variables y no sobre el sentido de la misma.
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5.3.4. Coeficiente ¢

Se trata de un coeficiente especialmente indicado para medir la
asociacién entre dos variables dicotémicas. Su expresion es

donde:

_ n1ing2 — N21Ni2

A/M1.M2.M.1N.2

n11 es el nimero de veces que se da el par (X =0,Y =0)

ni2 es el nimero de veces que se da el par (X =0,Y =1)

no1 es el nimero de veces que se da el par (X =1,Y =0)

N9z es el nimero de veces que se da el par (X =1,V =1)

En cuanto a su interpretacién, el coeficiente toma valores en el
intervalo [—1, 1], midiendo de forma similar al coeficiente de Pearson la
intensidad de la asociacién entre las dos variables; salvo que alguna de
las frecuencias n;; sea nula, en cuyo caso el coeficiente vale 1 6 -1.

En el caso en que se estudie el grado de correlacién entre dos va-
riables cuantitativas dicotomizadas, X e Y, siempre y cuando éstas res-
pondan a variables continuas bajo una ley normal (que se estudiard mas
adelante), el coeficiente ¢ suele denominarse coeficiente de correlacion

tetracorica.

Ejemplo 2.6 De cara a la planificacion del proximo curso seria

conveniente analizar la relacién entre el nivel de
estudios del padre y la orientacion del alumno hacia
las ciencias. Se cuenta para ello con la informacion
obtenida en el centro

Estudios padre

Orientacion || Nulo| Basico | Medio | Superior
Orientado 23 12 34 32
No orientado|| 18 42 16 27
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Como se trata de una tabla de contingencia, se cal-
cula el coeficiente x? y sus derivados para hacer
posible la interpretacion.

Nulo | Basico | Medio | Superior
Orientado | 23 12 34 32 101
No orientado| 18 42 16 27 103

| 41| 54 | 50 | 59 |[204

€ij 1 2 3 4
1 101-41  101-54 101-50 101-59
204 204 204 204
2 103-41 103-54  103-50  103-59
204 204 204 204

€ij 1 2 3 4
1 12030 26'73 24’75 29’21
2 12070 2726 2524 29’79

) (23 —20'30)* (12 — 26'73)*

X' T30 T 23
(34 — 24'75)> (32 —29'21)°

24’75

2921

(18 — 20'70)* (42 — 27'26)”

20'70

2726

(16 — 25'24)* (27 — 29'79)?

2524

29'79

= 036+ 812+ 346 + 026
+0'35 + 7'97 + 338 + 026
= 24’16

[ 2416
=\ = 254
¢ 24’16 + 204 0,325
[ 2416
= =0, 3441.
v 204 -1 0,3




2.5 Medidas de dependencia. Coeficientes de relacion

Ejemplo 2.7

Ejemplo 2.8

Luego podemos concluir que el grado de asociacion
entre las variables es pequena.

En el conservatorio de musica de una ciudad se
pretende estudiar la relacion existente entre el sexo
del alumnado y su aficion por los instrumentos de
viento. Para ello, controlados los 482 estudiantes
se tiene:

‘ Hombre Mujer
Aficionado 150 97
No aficionado 123 112

Dada la naturaleza dicotémica de las variables, se
recurre al coeficiente ¢

150 -112 — 123 - 97 4869

= = =0'08.
4 V247235273209  57548'8

Con esto se pone de manifiesto la inexistencia de
relacion entre el sexo y la preferencia por los ins-
trumentos de viento.

Volviendo al ejemplo planteado en el estudio de
variables continuas, véase ejemplo 2.4, y conside-
rando un caso atlin mas general, se supone que la
informacion que conservé el agricultor después de
la cosecha de cada ano es tan sélo el recuerdo de
si fue buena o mala. Asi los datos con los que se
cuenta para el estudio de las variables son:

‘ Mala Buena
Seco 0 4
Lluvioso 5 1

Haciendo uso ahora, dado que las variables apa-
recen dicotomizadas, del coeficiente de correlacion
tetracorica

_5:4-0-1 20

= = = 0'8165.
Tt V6-4-5.-5 24’4948

77
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Poniendo nuevamente de manifiesto la relacion en-
tre la cantidad de naranjas y la lluvia. Hay que
tener en cuenta que el signo que acompana al co-
eficiente depende de la asignacion de valores a la
hora de dicotomizar las variables, por consiguiente,
es interpretable la intensidad de la relacion, no el

sentido de la misma.

Son varios los coeficientes de relacion que a lo largo de esta seccion
se han ido enumerando, coincidiendo con los que por sus caracteristicas,
naturaleza y facilidad de calculo son mas utilizados y, por consiguiente,
conocidos en los distintos campos donde su aplicacion tiene cabida.

6. Ejercicios

6.1. Ejercicio resuelto

2.1 Se ha clasificado el peso de los huevos, Y, de un cierto tipo
de pez en funcion del peso de la madre, X, obteniéndose los resultados

de la tabla adjunta.

X\Y [ [25.27) | [27.29) | [29,31) | [31,33)
[500,550) 15 11 18 0
[550,600) 12 14 0 12
(600, 650) 0 3 7 18

Calcule:

a) La distribucién del peso del huevo.

b) La distribucién del peso de la madre cuando el huevo
tiene su peso comprendido entre [25,27).

¢) La media, la mediana y la moda del peso de los huevos.

d) El nivel de representatividad de la media del peso de la

madre cuando el huevo estd comprendido entre [25,27).
e) Estudiar si las variables son independientes.

f) El grado de dependencia lineal entre estas variables.
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Solucion:

a) En realidad el primer apartado lo que estd pidiendo es
la distribucién marginal de la variable Y. Por tanto,

npsory = n(y € [25,27)) = n(z € [500,550),y € [25,27)) +
n(z € [550,600), y € [25,27)) + n(z € [600,650), y € [25,27))
= 15+12+0=27

procediendo de igual forma con el resto de intervalos donde Y toma
valores, se obtiene que:

[25,27) | 27
[27,29) | 28
[29,31) | 25
[31,33) | 30

b) Se pide la distribucién de la variable X condicionada a
que la variable Y tome valores en el intervalo [25,27), es decir,

fios.amls00550) = f(z € [500,550)/y € [25,27))
fl@ € [500,550),y € [25,27))
f(y € [25,27))

1

ot

_ o _15_9
2L 29
procediendo de igual forma, se tiene:
X/Y €1[25,27) | fi
[500,550) | §
[550,600) | §
[600, 650) 0

c) Se calcula la media de variable Y,

2627 4+ 28 - 28 4+ 30 - 25 4 32 - 30
= + 1j1Lo i — 2905
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Para calcular la mediana se tiene en cuenta el apartado a), donde se
ve que el primer intervalo cuya frecuencia absoluta acumulada supera
el 50% de los datos, es decir, 55, es el intervalo [29,31). Por tanto la
mediana viene dada por

595 — 55

Me =29+ 2 =29.

Para calcular la moda, se observa que todos los intervalos tienen igual
amplitud y que el intervalo con mayor frecuencia es el [31,33), por tanto
la moda es

Mo =31+ 2 =31.

25+0

d) Para calcular el nivel de representatividad de la media
se utiliza el coeficiente de variacién, para ello, se calcula previamente la
media y la desviacién tipica de la variable requerida. La distribucién de
esta variable se ha calculado en el apartado b), por tanto

5 4 4925
T/y € [25,27) = 525— + 575— = ——
5 4 [4925\* 50000
2 _ 2 2 _
Sx/y€[25727) =525 9 —+ 575 g ( 9 > =~
Con lo que el coeficiente de variacion es
/50000
81 ,
CcV = = 0°045.

1925
9
lo que supone que la media es muy representativa debido a que es muy
pequeno el coeficiente de variacion.
e) Para tratar la independencia se considera un par (x,y) €
[500, 550) x [25,27). Se sabe que

15

25,27)) = —
f(x € [500,550),y € [25,27)) = .

ademas, se tiene que

F(x € [500,550)) = %
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y que
27
25,27)) = —
fly €[25,27)) 110
con lo cual,
15 1188
25,27)) = — # (o — =
f(z € [500,550),y € [25,27)) 110 7 12100

= f(x € [500,550)) f(y € [25,27)).

Por tanto, se tiene que las variables no son independientes.
f) Para cuantificar el grado de dependencia lineal entre dos
variables se calcula el coeficiente de determinacion

R2 — Sky '
5% Sy

Se necesita calcular Sg(, 512/ y Sxy:

,  525°-44+575% .38+ 625% - 28 (62450

2
— 15834
X 110 110 > P8IAT

, 26227498228 +302-25+322.30  [3196\%
5y = 110 "\ ) =M
1
Sxy = 175(26-525-15426-575- 124266250+ 28525 11

+28-575-14+28-625-3430-525-184+30-575-0
+30-625-7+32-525-0+32-575-12+ 32-625 - 18)
199590200

= 44'03.
12100 03

Con lo cual
o 44032
514 - 158347

de donde se deduce que el grado de dependencia lineal es bastante bajo.

=024,
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6.2. Ejercicios propuestos

2.1. Durante el ano 1993 se han observado la poblacién y el
nimero de viviendas de renta libre unifamiliares en 32 municipios de la
provincia de Cadiz. Los datos obtenidos se han tabulado, obteniéndose:

Y X[ 0-10 [ 10-30 [ 30-70 | 70-150 | 150-250 |
[0-2) 3
[2-5) 3
[5-10) 1 3 1 1
[10-30) [ 2 2 6 1
[30-80) 2 1 2
[80-180) 1 1 1 1

donde:
X = Numero de viviendas
Y = Poblacién en miles de personas

a) Obtenga las distribuciones marginales de X e Y.

b) Indique qué distribucién es més homogénea.

c) Obtenga la distribucién de las viviendas unifamiliares
para los municipios entre dos mil y treinta mil habitantes.

d) Calcule los momentos: a1, ap2, a0, @11, Moz, M20, M21.

e) Entre las poblaciones de més de 10.000 habitantes, indi-
que cudl es el nimero de viviendas libres construidas més frecuente.

f) Obtenga la covarianza y el coeficiente de correlacién de
las variables X e Y e interprételo.

2.2. De la variable bidimensional (X, Y") se conoce su coeficiente
de correlacién, r = 0’83, y sus varianzas, S? = 532 y 53 = 841. Si se
multiplican por 3 los valores de X y por 2 los valores de Y, ;que reper-
cusion tienen estas transformaciones en la covarianza y en el coeficiente
de correlacién?

2.3. La tabla 2.7 muestra una serie historica sobre el Olivar
Espaifiol que recoge la superficie, rendimiento y produccion, durante el
periodo 1965-1979. donde:



2.6 Ejercicios 83

[Afo| X | Y | Z |
1965 | 736 | 69’8 | 85
1966 | 98’1 | 62’5 6
1967 | 99’8 | 98’5 | 8'7
1968 | 107’7 | 102’5 | 6
1969 | 107’7 | 974 | 3’7
1970 | 122 | 113’8 | 89
1971 | 127 118 | 79
1972 | 138’1 | 128’1 | 10’1
1973 | 152’1 | 145’8 | 6’8
1974 | 144’8 | 139’8 | b
1975 | 160’7 | 152’9 | 11'1
1976 | 1502 | 143’4 | 9’8
1977 | 152’1 | 146 | 95
1978 | 167’3 | 162’1 | 10’8
1979 | 165 | 160’2 | 10

Tabla 2.7: Datos ejercicio 2.3

X = Superficie en miles de Ha.
Y = Rendimiento en Qm/Ha..
Z = Produccién en miles de Tm..

Se pide:
a) El diagrama de dispersién de las variables X e Y.
b) Las medidas mds representativas para cada una de las
variables, indicando su representatividad
c¢) El estudio de la relacién entre las variables XY, X7 e
YZ.

2.4. La siguiente tabla muestra la relacion existente entre la llu-
via caida, en 1/m?, en el periodo octubre-mayo y la produccién obtenida
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en kilogramos por olivo.

300 | 400 | 500 | 600 | 700
13 | 26 | 40 | 57 | 64
24 | 21 | 31 | 45 | 69
17 | 17 | 38 | 51 | 57
11 | 26 | 34 | 58 | 76
20 | 30 | 27 | 44 | 74

]

donde X representa la lluvia caida e Y la produccién obtenida en kilo-
gramos por olivo.

a) Represente el diagrama de dispersion.

b) Indique si existe alguna tendencia.

c) Cuantifique y comente la relacién existente entre las dos
variables.

2.5. Dada la siguiente tabla de doble entrada con valores por-
centuales:

Yyx| 2 3 4
0 [022 013 004
1 016 011 005
008 016 0'05

a) Obtenga la distribucién marginal de X. Calcule su me-
dia, moda y mediana.

b) Calcule la media de Y cuando X toma el valor 3.

c) Estudie la dependencia de las variables X e Y.

2.6. Estudiar la coherencia de los siguientes resultados corres-
pondientes a una variable bidimensional:

Sey = —179'5, 57 =36'8, S2 =525, M(X)=—123, Y =0

2.7. De los modelos de una determinada marca de automoéviles
se considera el consumo medio y el tiempo de aceleracién de 0 a 100
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Km./h., obteniéndose los siguientes resultados:

Cons. (lit.)
Acel. (seg.) [ [5,6) [ [6,7) [ [7,8) ] [8,9) | [9.12)
[7,9) 1 3 2
[9,11) 1 2 4 4
[11,14) 1 1 3 3
[14,18) 3 2 1

a) Dibuje y comente el diagrama de dispersién.

b) Obtenga el consumo medio de carburante.

c) Obtenga el tiempo de aceleracién medio.

d) Indique cudl de las dos medias es mds representativa.
e) Estudie la relacién existente entre las dos caracteristicas.

2.8. A un grupo de estudiantes se les pregunto por el tiempo que
tardan en llegar desde su hogar hasta la Facultad, X (minutos), el tiempo
que le dedican diariamente al estudio, Y (horas), y las calificaciones
obtenidas en la asignatura de Estadistica, Z, obteniéndose las siguientes
respuestas:

(40, 4, 4), (45, 3, 3), (30, 4, 5), (40, 4, 5), (80, 2, 5), (20, 3, 5)
(10, 1’5, 6), (10, 4, 6), (20, 4, 6), (45, 3, 3), (20, 4, 4), (30, 4, 7)
(30, 3 7), (20, 4, 6), (30, 1, 6), (10, 5, 5), (15, 5, 5), (20, 6, 5)
(20, 3, 7), (20, 4, 5), (20, 5, 6), (60, 2, 3), (60, 5, 5)
a) Obtenga el diagrama de dispersién correspondiente al
tiempo dedicado al estudio y las calificaciones obtenidas en Estadistica.
b) ;Se aprecia alguna tendencia?
c) Estudie las relaciones exitentes entre XY, X7 e Y Z.

2.9. Al mismo grupo del ejercicio anterior se le ha pedido que
escriba un digito al azar entre 0 y 9 asi como el ntimero de hermanos
que tiene, obteniéndose los siguientes pares de valores:

(7,4), (0, 1), (2, 1), (2,0), (9, 4), (7, 4), (6, 3), (8, 5)
(7,3), (3,2), (7, 3), (2,1), (7, 4),(7, 3), (8, 4), (8,5)
(5,3), (3, 1), (4, 2), (4, 2), (5, 3), (2, O), (4, 2)

[ Existe alguna relacién entre las variables?, jde qué tipo?
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2.10. Sea la variable bidimensional (X,Y") de la que se han obte-
nido 25 pares de valores, con los siguientes resultados:

25 25
r=065 > ;=238 > y; =138
=1 i=1

25 25
D a=12678, )yl =2732
i=1 =1

a) Calcule medias, varianzas y covarianza de X e Y.
b) Indique qué variable es més homogénea.

2.11. En cada uno de los estanques, A y B, se tienen 100 ejem-
plares de una variedad de dorada todas ellas afectadas por un parasito.
La alimentacién es idéntica en ambos estanques salvo en un producto
encaminado a eliminar dichos parasitos, suministrado tnicamente a los
del estanque A. Posteriormente, se encuentra que en 71 ejemplares del
Ay en 58 del B han desaparecido los parasitos. Halle el coeficiente de
contingencia y el coeficiente de Cramer e interprete los resultados.

2.12. Demuestre que el coeficiente de Cramer estd comprendido
entre 0 y 1.

2.13. Demuestre que el valor maximo del coeficiente de contin-

gencia de una tabla k x k es (kgl).

2.14. Antes de un campeonato de fitbol las apuestas indican que
las posiciones que ocuparan al finalizar éste cinco de los equipos parti-
cipantes es A > B > C' > D > E. Un jugador apuesta que el orden
final serd A > D > B > E > C. Mida el grado de similitud entre ambas
ordenaciones.

2.15. Se mide el tiempo que 10 estudiantes tardan en realizar dos
experimentos en los que predominan el cdlculo mental y la capacidad
espacial, respectivamente. Si los valores obtenidos son:
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Estudiante 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Tarea 1 32137145 |50 | 48 |56 | 78169 | 77|79
Tarea 2 41 |33 |46 | 47|40 |71 |70 | 65| 75| &3

Estudie la relacion entre los resultados obtenidos en ambas tareas.

2.16. Dos grupos de estudiantes deciden clasificar a 11 profesores.
Los resultados se muestran a continuacién:

Prf. || Es. | Og. | Mt. | Ig. | Fs. | Ge. | Ca. | FQ. | Oc. | Bi. | In.
Gr.l 7 4 2 8 9 10 | 11 6 1 3 5
Gr.Il | 8 2 1 5 3 11 9 10 7 4 6

Compare ambas clasificaciones.

2.17. En un grupo de 100 personas se estudian los atributos Co-
lor del Cabello (Moreno, Rubio, Castano) y Color de los Ojos (Negro,
Marrén, Azul y Verde), obteniéndose la siguiente tabla de contigencia:

’ Ojos \ Cabello H Moreno ‘ Rubio ‘ Castano ‘

Negro 20 8 4
Marrén 16 2 11
Azul 5 8 8
Verde 10 5 3

JEstan relacionados dichos atributos?






Capitulo 3

Ajuste y regresién bidimensional

1. Introduccion

Considerada una serie estadistica (x1,v1),. .., (Zn, Yn), procedente
de una distribucién (X,Y’), el problema que se plantea en este capitu-
lo consiste en encontrar alguna relacién que exprese los valores de una
variable en funcién de los de la otra. Para hacer esto, y una vez estable-
cida cual sera la variable dependiente, se tienen dos opciones: prefijar
una clase funcional!, o estimar un valor de la variable dependiente para
cada valor de la variable independiente. En el primer caso, se esta rea-
lizando un ajuste, y en el segundo, se tiene un problema de regresion.
La regresiéon, viene determinada, por tanto, por un conjunto de puntos,
de tal forma que uniendo los puntos contiguos por segmentos rectilineos
se obtiene la poligonal de regresion. La regresién sélo tendrd sentido
cuando en la serie bidimensional haya muchos valores de la variable de-
pendiente para cada uno de la independiente, pues en caso contrario, es
casi idéntica al diagrama de dispersién y no aporta nada nuevo. Ambas
técnicas, ajuste y regresién, son complementarias, siendo la poligonal
de regresion una buena referencia de la clase funcional a elegir para el
ajuste, a la vez que, como se vera a lo largo del capitulo, fija el techo
para la bondad de éste.

'Por ejemplo una recta, una parébola, una funcién exponencial, etc.. ..
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En el caso del ajuste, la cuestion serd elegir la mejor clase fun-
cional y determinar los pardmetros que identifiquen la funcién dentro
de la clase. Esto se consigue imponiendo a dicha funcién que verifique
condiciones de adaptacién a la nube de puntos, para ello, se empleara el
criterio de los minimos cuadrados, que se desarrollara en el punto si-
guiente.

Los puntos de la regresién se obtienen utilizando distribuciones
condicionadas. Se empleara el método de la regresién a la media, que
consiste en asociar a cada valor de la variable independiente, el valor
medio de la distribucion de la variable dependiente condicionada a cada
uno de dichos valores.

El objeto del ajuste es doble. Por una parte interpolador: puesto
que se estd trabajando con un cierto niimero de observaciones, es de
esperar que si éstas son representativas del fenémeno en estudio, los
elementos del colectivo se comporten de forma parecida y la funcién
de ajuste sea también vélida para ellos. Y por otra parte extrapolador:
bajo la suposicién de que la relacién funcional entre variable dependiente
e independiente permanece constante, al menos en un entorno de las
observaciones, es posible hacer una prevision del valor que tomara la
variable dependiente para un valor determinado de la independiente en
dicho entorno. Esta caracteristica puede ser utilizada, por ejemplo, para
hacer previsiones de ventas a corto o medio plazo, estimar el volumen
de cosecha en funcién de la lluvia caida, etc. ..

La eleccién de la familia de funciones sobre la que se hara el ajuste
es uno de los problemas principales a los que se debera hacer frente. En
un principio, la observacién de la nube de puntos puede dar una idea de la
evolucién de los valores de la variable dependiente (a partir de ahora Y)
en funcién de los de la independiente (X). Como ya se comenté arriba,
en algunos casos, puede ser de mucha utilidad el construir la poligonal
de regresion.

El tema se ha dividido en dos partes, la primera dedicada al ajuste
y la segunda a la regresion.
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2. Ajuste. Criterio de los minimos cuadrados

Fijada la familia de funciones que se utilizard para ajustar los valo-
res de una serie estadistica bidimensional, ésta dependera de unos para-
metros. El método que se usara para la estimacion de dichos parametros
es el de los minimos cuadrados, que consiste en hacer minima la suma
de las diferencias al cuadrado entre los valores observados y los corres-
pondientes valores ajustados.

Formalmente, sean (z1,y1), (z2,92), -, (Tn, yn), los valores obser-
vados y g(x,a, 3, ---,0) la funcién de ajuste. Los valores de los pardme-
tros se obtienen imponiendo la condicion de hacer minima la funciéon H,

donde

n
H(Oé,ﬂ,“‘ 70) - Z[yl - f($i7a7ﬂ7'”79)]2‘
i=1
Para ello, se calculan las derivadas parciales de H respecto de cada uno
de los parametros y se igualan a cero:

OH OH OH
a—a—O,%—O, — =0.

00
Con esto se genera un sistema de tantas ecuaciones como parametros,
llamado sistema de ecuaciones normales, que resuelto da los valores de
los parametros. A continuacién, se hace un estudio mas detallado para
algunas funciones de uso habitual.

2.1. Caso lineal

Sean (x1,y1), (¥2,%2), -, (Tn,yn) los valores observados? y sea
f(xz,a,b) = a + bx la recta de ajuste de los valores de Y en funcién
de los de X. Se obtienen los valores a y b minimizando la funcién error
cuadratico, H, dada por

n

H(a,b) = > lyi — (a+ bao)]? |

i=1

20bsérvese que no se dan las observaciones con sus respectivas frecuencias, sino
que se hace por extension para facilitar la nomenclatura.
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Derivando respecto a los dos parametros

8Ha<b> _ _gg[yi—mbxm
8H{§Z’b) - _Qg[yi—(aerxi)}wi

e igualando a cero, queda el siguiente sistema de ecuaciones, que se
conoce como sistema de ecuaciones normales del modelo:

n n
Z ¥yi = na+b Z T
i=1 i=1
n n n
Zyixi = ain—Fbe?.
i=1 i=1 i=1

Utilizando la notacion

yi = [fl@i) =a+ bz
“ = w-ul (.1
el sistema de ecuaciones normales puede expresarse de la forma

n

Zei:O

i=1
n
E e;r; = 0 (3'2)
i=1
donde e; representa el residuo o error de la observacion i-ésima.

Admitiendo que se verifican las condiciones suficientes de minimo
se pueden obtener facilmente los valores de a y b:
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Si se quiere obtener la linea de ajuste de X respecto a Y, llamando
ahora a’ y b’ a los coeficientes de la recta, se obtiene

d = -y
S

Vo= 2L
55

Los valores b y b’ que son las pendientes de las rectas de ajuste,
reciben el nombre de coeficientes de regresion y representan los incre-
mentos de las variables dependientes para aumentos unitarios de las
independientes.

Y
iy i) y=a+b
[ ]
ez:yi_y; ° °
[ )
[}
[} [ )
[}
[} y:
[ )
X

Figura 3.1: Criterio de los minimos cuadrados

Ejemplo 3.1 Dada la distribucién bidimensional

X123 4]5]6
YI{2[5[9|13]|17]21

Los coeficientes de la recta de ajuste de Y en fun-
cion de X son

Syy  11'25
Sz 291
a = y—0bx=11166—3'87-3'5 = —2'36

b =387
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Y los coeficientes de la recta de X en funcion de'Y
son

Sy 1125
52 4346
ad = z-by=35-026-11166 = 0'61.

Vo= =026

Es decir, cuando X aumenta en una unidad Y lo
hace en 3’87 unidades, mientras que cuando se in-
crementa Y en una unidad X crece 0’26 unidades.

25

20 4

154

10 A

Figura 3.2: Recta de ajuste del ejemplo 3.1

Se han definido dos nuevas variables, por una parte Y*, que re-
presenta los valores ajustados de la variable Y y que tiene por media y
varianza:

% —

y =4
Sy = bSuy

y por otra parte, la variable residuo e, con media y varianza:

é = 0

n n

et D wi— )
=1 _ i=1

2 _ _
S, =
n n

(3.3)
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S? recibe el nombre de varianza residual, y puede expresarse también de

la forma
n n n
ZMQ - azyi - bZLEiyi
=1 i=1 i=1

S? =

e

n
Estas dos variables estan incorreladas. En efecto, multiplicando la pri-
mera expresién de (3.2) por a y la segunda por b, se tiene

o—aZeerbZezxz—Zez a+ br;) = Zezyl
i=1

y puesto que € = 0, resulta

Seyr = =—— — " =0 (3.4)

como se queria demostrar.

Ejercicio 3.1 Demuestre las siguientes propiedades:

a) Las rectas de regresion de X sobre Y y
de Y sobre X se cortan en el centro de gravedad
de la distribucion.

b) b, V', r y Sy, tienen siempre el mismo
signo.

c) Las dos rectas de regresion coinciden
solo cuandor =16 r = —1.

d) Se pueden expresar las rectas de regre-
sion de Y sobre X y de X sobre Y, respectiva-
mente, como:

_ S
r—x = SQ(y y)

e) El coeficiente de correlacion lineal puede
obtenerse como:

r==+Vvbb .
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Todo lo que se ha dicho hasta ahora es generalizable a funciones
linealizables, sin méds que hacer los cambios y transformaciones perti-
nentes, como los que se muestran en la tabla 3.1.

H Funcién Transformacion ‘ Cambio H

/
=1
y = ax® Iny=Ina+blnzx {y, Y
=z

/
=1
y = ab® Iny=Ina+2xInbd { v Y

=z
/
Y=y
y=a+g|y=a+g { 1
r=xz

Tabla 3.1: Linealizacién de funciones

2.2. Caso parabdlico

Se considera la funcién de ajuste f(z,a,b, ¢) = a+bx-+cx?, pardbo-
la de segundo grado. Para obtener los valores de a, b y ¢ se utiliza el
método de los minimos cuadrados y se minimiza la funcién H definida

por
n

H(a,b,c) = Z[yZ — (a4 bx; + cx)]? .
i=1
Para ello se calculan las derivadas parciales de H respecto de a, by cy
se igualan a cero:

OH “

== = _9 ;i — ; 2)] =

o ;[y (a+bx; +ca?)] =0
%l;[ = -2 ;[y, —(a+bx; + cxi)|z; =0
OH . .

e = —2 Z[yl — (a + bx; + cx;)]z; = 0.

Despejando los términos independientes, se obtiene el sistema de ecua-

ciones normales:
n

n n
Zyi = an+bZl‘i+ch?
i=1 i=1

=1
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n n n n
Zyixi = ain—FbZaE?—Fch?
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
Zyzxf = aZaz?—i—be?%—chf.
i=1 i=1 i=1 i=1

De igual forma si se definen y* = a + bx; + cx? y e; = y; — y; el
sistema de ecuaciones normales se puede expresar como

n

E e, = 0
i=1
n

Zeixi =0

i=1

n
g eifcg = 0.
i=1

La varianza residual vale ahora

n n n n
ny - azyi - bZSUiyi - chfyl
i=1 i=1 i=1 i=1 '

52 ==

n

3. Analisis de la bondad del ajuste

Una vez obtenidos los valores de los parametros, y por tanto la
funcién de ajuste, se va a dar la medida del grado de aproximacién
entre los valores observados y los ajustados. Segin (3.3), la varianza del
error o varianza residual vale

n
Y wi—v)
52 — i=1
n
que coincide con el error cuadrético medio (E.C.M.). Al venir dada dicha
varianza por una suma de términos al cuadrado serd siempre positiva,
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salvo que todos los términos sean nulos, en cuyo caso el E.C.M. valdra ce-
ro. Los términos serdn nulos sélo si coinciden los valores observados con
los ajustados, con lo cual, el ajuste serd perfecto sélo si la varianza resi-
dual vale cero. Si se ajustan los mismos datos a dos modelos diferentes,
el mas afortunado sera aquel que tenga un E.C.M. menor.

A continuacién se relaciona la varianza residual, la varianza de Y
y la varianza de Y. De la relacién (3.1) se deduce que

vi =y +e,

ademads por (3.4) se tiene que y* y e son incorreladas, es decir, la varianza
de la suma es la suma de las varianzas, con lo cual se tiene que

2 2 2
Sy:Sy*+S6 .

Por tanto, la varianza de Y es igual a la varianza de los valores ajustados
mas la varianza residual. Este importante resultado se puede expresar
también de la forma

n n

Ywi—9*=> -0+ (i—v)*,
=1

i=1 i=1

sin mas que multiplicar los dos miembros de la igualdad por n.

Al ser las varianzas nimeros positivos las relaciones siguientes son
evidentes:

0< §2 <5
2 2
0< S2 <52

Si S%2 = 0, entonces y; = y; para todo 7, con lo que el modelo propuesto
explica perfectamente las variaciones de la variable Y, siendo inmejora-
ble. Si, por el contrario, SZ* = 0, yj = y para todo 7, con lo que el modelo
de ajuste es constante y no explica, en forma alguna, las variaciones de
Y. Estas son las situaciones extremas, pero el caso general se caracteriza
por ser S2 >0y SS* > 0.

Evidentemente, cuanto més préximo S? esté de cero mejor sers el
ajuste, aunque, al ser un valor que viene acompanado de la unidad de
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la variable, no se puede dar una medida exacta de la bondad de éste
ni hacer comparaciones entre dos distribuciones que vengan dadas en
unidades distintas. Se hace necesario, pues, construir un coeficiente abs-
tracto, de modo que se pueda expresar la bondad del ajuste en forma de
porcentaje. Con esa intencién se redefine? el coeficiente de determinacion
de la siguiente forma:

Sy Sp—82

153

55 55

R2

Al ser SS* < S§ , R? varfa entre 0 y 1, multiplicado por 100 expresa
el porcentaje de la variabilidad de Y que queda explicado por el ajuste.
Cuando SS* vale 0, R? vale 0, y el ajuste explica el 0% de la variabilidad
de Y. Cuando S? vale 0, R? vale 1 y el ajuste explica el 100% de la
variabilidad de Y. En general, y teniendo en cuenta que

2 2 2
g St Se S S
55 Sy S

S2,
se puede decir que el 100> de la variabilidad de Y queda explicada
Yy

2
por el ajuste, y el resto, es decir el 100%, no se explica por éste.
Y

Ejemplo 3.2 El coeficiente de correlacion lineal al cuadrado para
la distribucion del ejemplo 3.1, vienen dados por:

S2, 126'56

R? = = = 09991 .
S2S2 2914 - 43468

Por lo que el 9991 % de la variabilidad de Y queda
explicada por X a través de la recta de ajuste y
el resto, es decir el 0'09% restante se explicaria
bien por otra funcién de ajuste mejor o bien por
otras variables distintas® a X. Por ltimo, puesto

3Para el caso lineal ya se habfa introducido en el capftulo anterior.

4Observe que si para un mismo valor de X se tuvieran dos valores distintos de Y,
X no podria explicar esa variabilidad, y de hecho ninguna funcién de X podria pasar
por los dos puntos.
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que los coeficientes de regresion son positivos, se
tendra que

r=+VR2=09995.

Resultado. Cuando el ajuste realizado es lineal, R? coincide con
el cuadrado del coeficiente de correlacién lineal, es decir:

2
R2 — Sl‘y ,,,,2
5252
4. Regresion. Método de regresion a la media

Este método consiste en definir la linea de regresién como la po-
ligonal que pasa por la media aritmética de los puntos de igual abscisa,
(curva de regresion de Y respecto a X), 6 de igual ordenada, (X respecto
a Y). Si s6lo hubiera un valor de Y para cada valor de X, é un valor
de X para cada uno de Y, la correspondiente curva de regresién seria
la poligonal que uniera todos los puntos. La regresion tiene interés, por
tanto, s6lo cuando hay un gran ntmero de observaciones y a cada valor
de una de las variables le corresponden muchos valores de la otra. El
nombre de regresion tiene su origen en los primeros estudios que rela-
cionaban las estaturas de grupos de padres e hijos; se observé entonces
que, en general, padres de pequena estatura tenfan hijos bajos pero no
tanto como ellos, y padres de talla elevada tenian hijos altos pero no
tanto como ellos, produciéndose una tendencia o “regresién” hacia los
valores intermedios.

Se llama curva de regresion de Y respecto de X, a la funcién que
asocia a cada z; de X, la media condicionada de Y respecto de x;. Es
decir:
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Ejemplo 3.3 La regresion a la media de la siguiente distribucion:

X/Y[[1]2]3[4[5][6][7[8]9
1 |[2]4[3[7|1]8[93]2
2 [[3]6[1|8[5]|9(6|4]3
3 [0]0[3[5[7|8[5 |42
4 ojolof2(4[6[74]3
5 [[0]of[o]0[5[8[7 ][44
6 [0/0[0[2[8]9[9/6]6
7 [[o]ofojol[o0[2]3]3

viene dada por

X1 2 3 4 5 6 7
¢(z) [ 525 511 579 661 6’85 667 812

Graficamente la curva de regresion seria la que se
muestra en la figura 3.3.

10

N
[ ] [ ] L] [ ]
[ ] [ ] [ ] L]

Figura 3.3: Poligonal de regresion
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5. Analisis de la bondad de la regresion

A continuacion se dard una medida de la proximidad de la curva
de regresién a la distribucién. Se considera el error cuadréatico medio,
que en este caso viene dado por

donde

es la varianza de Y condicionada a X = x;.

El E.C.M. esta medido en la misma unidad que la variable con
los consiguientes problemas. Se hace necesario, pues, dar una medida
adimensional de la bondad de la regresiéon. La varianza de Y se puede
expresar como

1 II
Zv fﬁrz 2 i

quedando descompuesta en la suma de la media ponderada de las va-
rianzas condicionadas (I), més la varianza ponderada de las medias con-
dicionadas (II). Es decir, la heterogeneidad de Y, resulta de la hetero-
geneidad debida a las distribuciones condicionadas por cada modalidad
x;, mas la heterogeneidad existente entre las distintas modalidades.

Se define la razon de correlacion de Y con respecto a X como:
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VIY] =) ViY) fi
i=1
VY]
Z VilY] fi.
i=1

viyp

De forma andloga se definiria la razén de correlacién de X respecto a Y.

=1

En general las dos razones de correlacién son diferentes y verifican:
2,2
0 S /r]y7x7/r]x’y S 1‘

La razén de correlacion 772,:5 vale 0 si la varianza de las medias condicio-
nadas es nula. Es decir, si todas las medias condicionadas son idénticas,
en cuyo caso la curva de regresién es paralela al eje X, y se dice que Y
estd incorrelada con X. El reciproco también es cierto, la ausencia de
correlacion de Y con X, implica que la razoén de correlacién vale cero.

La razon de correlacion 775736 vale 1 cuando la media de las varianzas
condicionadas V;(Y') es cero; ahora bien, una suma de términos positivos
es nula so6lo si todos son nulos, lo cual implica que todas las V;(Y) son
cero, es decir, al valor x; de X le corresponde un tnico valor de Y,
y, por consiguiente, Y depende funcionalmente de X. Reciprocamente,
la dependencia funcional de Y respecto a X, implica que la razén de
correlaciéon vale 1.

Los distintos casos que se pueden presentar se recogen en la ta-
bla 3.2. De igual forma que se hacia con el coeficiente de determinacion,
se puede multiplicar la razén de correlacién por 100 y se obtendra, en
forma de porcentaje, la parte de la variacién de Y que queda explicada
por la curva de regresion, que serd

S (7 —9) f

100
V[Y] %,
el resto hasta 100, es decir:
2
S 100%
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Razones de 2 2 2
- ny, =0 0<n;, <1 na ., =1
correlacién ’
Dependencia funcional
2 o Ausencia reciproca Ausencia de correlacién de X respecto de Y
n =
v de correlacién de Y respecto de X Ausencia de correlacién

de Y respecto de X

Dependencia funcional
2 Ausencia de correlacién
0< My < 1 Caso general no reciproca
’ de X respecto de Y do X oy

e respecto de

Dependencia funcional
Dependencia funcional
2 de Y respecto de X . Dependencia funcional
Ny,x = 1 no reciproca
’ Ausencia de correlacién reciproca
de Y respecto de X

de X respecto de Y

Tabla 3.2: Estudio de las razones de correlacion

quedard sin explicar por ella.

Propiedad 3.1 La curva de regresion es la “funcion” dptima para el
criterio de los minimos cuadrados.

De este resultado se puede deducir que el E.C.M. de la regresién de
la media es menor o igual que el E.C.M. del ajuste minimo cuadrético,
y como consecuencia, que el coeficiente de determinacion, es siempre
menor o igual que la menor de las razones de correlacién, sea cual sea la
funcién elegida. La comparacién entre R? y ml’n(nZ’x, n§7y) puede indicar
si existe una funcion mejor para ajustar los datos.

6. Notas y conclusiones

1. A lo largo del capitulo se ha comentado que la regresién a la media
tiene sentido cuando se cuenta con un amplio niimero de observa-
ciones de la variable dependiente para un valor de la independiente.
Sin embargo, en ciertos casos se puede suavizar esta condicién. Asi,
si la variable X es continua, atin con un alto nimero de observa-
ciones, es de esperar que haya pocos valores que se repitan, pero
siempre se puede agrupar los datos en intervalos; éstos deben ser
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lo suficientemente pequenos como para que los elementos perte-
necientes a un mismo intervalo puedan considerarse, a los efectos
pertinentes, iguales, y lo bastante grandes como para que caiga un
numero minimo de observaciones en la mayoria de las clases.

Cuando la nube de puntos no proporcione una idea de la clase
funcional que se debe elegir para realizar el ajuste, una posible
solucion puede ser el calcular la linea de regresion y representarla
graficamente.

Se ha utilizado una funcién para efectuar el ajuste, el calcular la
previsiéon para un valor de la variable independiente se reduce a
sustituir dicho valor en la funcién. Si debe emplearse la poligo-
nal de regresién, la prevision para un valor x de X serd el valor
correspondiente a la clase a la que pertenece x. Esto hace que la
previsién tenga dos matices diferentes: mientras que si se utiliza
la poligonal de regresion, solo se pueden hacer previsiones para
valores encuadrados en alguna de las clases predefinidas —en rea-
lidad seria una interpolacion—; cuando las previsiones se basan en
una funciéon de ajuste, no soélo pueden hacerse estimaciones para
valores intermedios, sino que se pueden extrapolar y sacar conclu-
siones para valores exteriores; aunque, en este caso, la fiabilidad
de la prevision depende de que las condiciones en que se realizé el
ajuste, permanezcan constantes, lo que ocurrird, normalmente, en
un entorno de los puntos utilizados para realizarlo.

Ejercicios
Ejercicio resuelto

3.1 Dada la siguiente distribucién bidimensional:

X070 123|345 |6 |78
Y [[2/2]22(25(27(283[33]34|4]|4

a) Calcule las dos rectas de ajuste.
b) Compruebe que dichas rectas se cortan en el centro de

gravedad.
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c) Estime el valor de Y para X=10.
d) Interprete el significado de by de b’
e) Interprete el significado de 1 — R2.

Solucién:

a) Para calcular las dos rectas se procede a obtener las ecua-
ciones normales, y de aqui, o bien, se utilizan las expresiones obtenidas
en el capitulo para a y b, es decir, a = y —bx y b = Sg;, o bien, se
resuelve directamente el sistema. En este caso el sistema )c(le ecuaciones
normales viene dado por

30'1 = 10a + 39'7b
134’14 = 39'7a + 213/490 .

Resolviendo por Cramer se tiene que

10 301
397 134'14 ,
b= = 0262 ,
10 397
397 21349

y despejando en la primera ecuacién normal se obtiene a = 1’97. Con lo
que la ecuacion quedas:

y =197 + 0'262x.

Para obtener la otra recta se puede hacer lo mismo, no obstan-
te, para ofrecer otra posibilidad de resolucién se utiliza b = % y
Yy
a =z —by. Asi, puesto que Sy, = 1’464, 5’5 =0391,z =397y
7 = 301, se tiene que

y _ 1464

_ :/4 /:l _/4 /1:_/2
0391 37 y a =397-374x30 728

Quedando esta otra recta como:

x = —T7'28 + 3'74y.
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Figura 3.4: Recta de ajuste de Y en funcién de X

b) Para comprobar que ambas rectas se cortan en el centro
de gravedad, basta con sustituir Z y y en las rectas respectivas, y asi:

y = 1'97+0262-397 =301
r = -—T728+3'74-301=398.

Como puede verse, se cometen pequenos errores de redondeo, sub-
sanables operando con mas cifras decimales.
c) Para realizar la estimacidn, se sustituye el valor z = 10
en la recta de ajuste

Y =197 4+ 0262 x 10 = 4’59 .

La calidad de la previsién depende de que ésta se haga en un
entorno proximo a los valores de la variable, en nuestro caso se puede
pensar que el valor 10 esta en dicho entorno, y, por otra parte, de que
la recta se ajuste suficientemente bien a los puntos, para lo que se debe
calcular el coeficiente de determinacién R?. Para ello, se utiliza que R? =
b = 0262 x 3'74 = 0/98, es decir, la recta explica a través de X el 98 %
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Figura 3.5: Recta de ajuste de X en funcién de Y

de la variabilidad de Y. A la vista de lo anterior, se puede concluir que
4’59 es una buena previsién para Y dado que X vale 10.

d) b y b son las pendientes de la rectas y representan los
incrementos-decrementos, segin que sean positivas o negativas, de la
variable dependiente para incrementos unitarios de la variable indepen-
diente. En nuestro caso cuando X aumenta una unidad Y aumenta 0’262
unidades, mientras que cuando lo hace Y en una unidad X crece 3’74
unidades.

e) 1 — R? = 0/02. Lo que indica que el 2% de la variabi-
lidad de Y, no se explica por la recta en funciéon de X, y que puede
haber una mejor funcién de ajuste u otras variables distintas a la X no
contempladas en el modelo. En general, ocurren ambas cosas a la vez,
aunque en todo caso esto habra que discutirlo a partir de los valores de
las razones de correlacién.

7.2. Ejercicios propuestos

3.1. Dada la distribucidn:

X|(|1[{15| 2 2’5 | 3 |375 455
Y |[1[1'5]2/95|565 |88 15 | 25 | 32
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Figura 3.6: Prevision

a) Elija la mejor clase funcional para ajustar la distribucién
y estime sus parametros.

b) Establezca la bondad del ajuste.

c¢) Calcule la previsién para Y cuando X = 7. Analice dicha
prevision.

3.2. Dada la distribucion:

Y X [1[2]3[4[5[6]7[8]9]
] 2[3|3]1]1]0]1]0]0
2 15/6(3/1]/0/0]0]0
3 12/7(5/22/0]0]0
1 0[1(7[5(3[3/0[0]0
5 0[1(5[8[5[4(3]0]0
6 0[0[4]6(7]5/4]0]0
7 0[0/2[3[8[8|7]4]0
s 0[0[1]2(5]6(7|6]1
9 0[0[1]2[3[4]6]4]5

a) Obtenga la poligonal de regresién de Y respecto a X.
b) Calcule sus razones de correlacion.
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Figura 3.7: Interpretacién grafica de la pendiente de la recta

c) A la vista de la poligonal ajuste la distribucién a una
funcién, justificando dicha eleccién.

d) Calcule R?, analicelo y comparelo con las razones de
correlacion.

3.3. Dada la distribucion:

X 25375 5 75110 [ 12'5| 20
Y| 8 | 14 [2375] 40 | 62| 90 | 165

a) Utilice una ecuacién del tipo a X b para ajustar la distri-
bucién.
b) Dé una medida de la bondad del ajuste.

3.4. Dada la distribucion:

X||1] 15 2 3 (4|5 |67
Y | 1]|175(265|47|7]95]12]15

a) Ajuste la distribucién utilizando una funcién del tipo a X?.
b) Analice la bondad del ajuste.
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3.5. Dada la distribucion:

X | 5 6 § [ 10| 13 | 18 | 20
Y |[ 15125 [ 093 | 0’7 | 0°46 | 023 | 0'15

a) Estime los pardmetros de la clase funcional ab=02X para
ajustar la distribucién.

b) Estudie la bondad del ajuste.

c) (Serfa posible plantear un ajuste del tipo ab®*? Jus-
tifiquelo.

3.6. Dada la distribucion:

v x|2(3[4[5]6]7]
2 6[2[1]0fo]o0
5 a7]s5lolo]o
10 olt]7]3]o0]o0
15 olofe]3]1]o0
20 olof4]s]2]0
25 olof[3]8]5]0
30 olofo]s]9]o0
35 olofo[1]7]4
40 olofofo]3]4

a) Obtenga la curva de regresién y calcule la razén de co-
rrelacién de Y respecto de X.

b) Ajuste los datos a una recta y a una pardabola y discuta
los resultados.

3.7. Se ha obtenido utilizando el criterio de minimos cuadrados,

que la recta de ajuste de Y sobre X es Y = 2X +9. Sabiendo que z = 5,
y=10, Sy =2, 5y =3y Sxy = 0'8. Calcule:

a) La varianza de los valores estimados en Y.

b) La recta de ajuste de Y sobre X si se le suma 5 a todos
los valores de X.

c) La recta de ajuste de Y sobre X si se le suma 3 a todos
los valores de Y y se multiplica por 2 todos los valores de X.
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3.8. Sabiendo que las ecuaciones de las rectas de ajuste entre la
temperatura (Y) y la profundidad (X) vienen dadas por

y*:%“ ot =4y +11,

y ademds |Sxy| = 8. (Qué variable es mas homogénea?
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Introduccién a teoria de la probabilidad

La segunda parte de este manual estd dedicada a las herramientas
por excelencia de la Estadistica: la funcién de probabilidad y la variable
aleatoria. Ello no quiere decir que en ocasiones no se planteen proble-
mas especificos de probabilidad, pero lo cierto es que el enfoque con
mas proyeccion de la Estadistica, el inferencial, no existiria sin dichas
herramientas.

La existencia de fenémenos o experimentos no deterministicos,
donde el conocimiento de las condiciones en las que éstos se desarro-
llan no garantizan los resultados, hace imprescindible el uso de una fun-
cién que asigne niveles de certidumbre a cada uno de los desenlaces del
fenémeno, y ahi es donde aparece la probabilidad. Los experimentos o
fendmenos que poseen la caracteristica anterior se denominan aleatorios.
Intuitivamente, la concrecién numérica del fenémeno mediante la asig-
nacién de valores con un cierto criterio, da origen a la variable aleatoria.
Una correcta proyecciéon de estos conceptos es lo que va a permitir es-
tudiar grandes colectivos a partir de pequenas partes de ellos, llamadas
muestras, dando lugar a lo que se conoce como inferencia estadistica.

Esta segunda parte estd formada por otros tres capitulos, en el
primero de ellos se introduce el concepto de probabilidad, haciéndose
una breve incursion por la teoria de conjuntos, dada la existencia de
una correspondencia total entre los elementos de esta teoria y los re-
sultados de un experimento o fenémeno aleatorio. Se hace un recorrido
por la evolucién que a lo largo del tiempo ha tenido la probabilidad
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comentando sus distintas definiciones; se estudian sus propiedades y se
introducen los importantes conceptos de probabilidad condicionada y de
independencia. Termina el capitulo con los teoremas de la probabilidad
total y de Bayes.

El segundo capitulo estd dedicado a la variable aleatoria, que se
presenta desde un punto de vista intuitivo y conceptual. El paso des-
de la funcién de cuantia en el caso discreto a la funcién de densidad
en el continuo se hace de una forma grafica y natural. La funcién de
distribucion se plantea como una alternativa a la funcién de densidad,
al igual que las funciones generatriz de momentos y la caracteristica,
aunque indicando sus utilidades especificas. Desde una 6ptica més local,
la esperanza matematica permitird definir coeficientes que expresen las
singularidades de la distribucion, entre los que destacan la media y la
varianza. Desde una perspectiva univariable se termina el tema con una
alusién al cambio de variables y se da la expresion de la desigualdad de
Tchebychev para el caso probabilistico. Para aquellos estudiantes que
quieran ver como se generalizan algunos de estos conceptos, se estu-
dia el caso multidimensional, con desarrollo expreso del bidimensional.
Tanto para variables discretas como continuas, se dan las expresiones
de las funciones de densidad y de distribucién. Se analiza de nuevo la
dependencia e independencia entre variables. La funcién esperanza to-
ma aqui su versiéon n-dimensional y a partir de ella se pueden calcular
una infinidad de coeficientes que aportan una visién puntual de la dis-
tribucién, entre los que cabe destacar los de covarianza y correlacién,
proyecciones de los que se ven en descriptiva. Por 1ltimo, se desarrolla
el cambio de variables para el caso de dos dimensiones.

En el tercer capitulo se estudian distintas estructuras probabilisti-
cas que modelizan una gran cantidad de situaciones reales, dedicandose
especial atencion a las distribuciones binomial y Poisson, en el caso dis-
creto, y normal, en el continuo; de forma mas somera también se analizan
otras distribuciones que se derivan de aquellas. El teorema central del
limite servird para comprobar el papel que juega la distribucién nor-
mal dentro de la Estadistica. Al final del capitulo se estudian algunas
distribuciones multivariables.



Capitulo 4

Teoria de la probabilidad

1. Evolucién histérica

Como en la mayoria de los descubrimientos, la nocién de proba-
bilidad se ha ido desarrollando a lo largo del tiempo en funcién de la
necesidad, de los recursos y de la aportacién de los grandes genios que
son capaces, en un momento de inspiracién, de dar un paso de un siglo.

Es dificil establecer histéricamente el nacimiento de la probabi-
lidad, aunque su conceptualizacién como disciplina matematica es re-
ciente; parece, no obstante, que su origen tiene relacién con los juegos
de azar. Se consideran como remotos precursores de la teoria de la pro-
babilidad la abundante presencia del hueso astragalo de oveja o ciervo
(antecedente inmediato del dado), en excavaciones arqueoldgicas con una
antiguedad de mas de 40.000 anos. En épocas mas recientes, en las cultu-
ras griega, egipcia y romana la aficién a los juegos de azar, especialmente
mediante la tirada de dados y tablas, estaba ampliamente extendida. En
estas civilizaciones el azar se explicaba mediante la voluntad divina.

En el siglo XV, Dante obtiene algunas probabilidades en juegos
sencillos de lanzamientos de dados. En el siglo XVI, Cardano con su
tratado Liber de ludo aleae (Libro de los juegos de azar) y Galileo Gali-
lei en su Considerazione sopra el giuoco dei dadi (Consideraciones sobre
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el juego de dados), describen ciertos juegos de dados y diversos pro-
blemas combinatorios, incluso este ultimo, publica un tratado sobre la
probabilidad de error.

La mayoria de los autores consideran que la génesis del cédlculo
de probabilidades, como disciplina matematica, se encuentra en la re-
solucién del problema planteado por el caballero de Mére, un jugador
empedernido de la Francia del siglo XVII, a su amigo y matematico B.
Pascal (1623-1662), quien mantuvo una abundante correspondencia so-
bre dicho problema con su colega P. Fermat (1601-1665). El problema
consistia en como deberian repartirse el dinero de las apuestas deposita-
do en la mesa si los jugadores se vieran obligados a finalizar la partida
sin que existiera un ganador. Dicho problema se detalla en el ejercicio 4.1

Ejercicio 4.1 Dos jugadores de cartas, A y B, apuestan 250€
cada uno, en un juego que vencera aquel que lle-
gue primero a tres partidas ganadas. El juego se
interrumpe cuando A lleva ganadas dos partidas
v B una, jcémo deberian repartirse el dinero?

Ademas de la correspondencia a la que se hacia referencia en el
parrafo anterior, se considera fundamental en el nacimiento del calculo
de probabilidades la obra del matematico holandés C. Huygens (1629-
1695), quien introduce el concepto de esperanza matemética, como ge-
neralizaciéon de la media aritmética, en su obra De ratiocinis in ludo
aleae, (Del raciocinio en los juegos de azar) en la que ademés resuelve
varios problemas planteados por Pascal y Fermat.

En 1713 Jacques Bernouilli (1654-1705) lega uno de los tratados
clave en la construccion de la teoria de la probabilidad, publicado tras
su muerte lleva por titulo Ars conjectandi (El arte de conjurar), en él
se introduce el término estocdastico y se detalla la ley conocida como de
ensayos de Bernouilli (primer teorema limite de la teoria demostrado con
todo rigor), que enunciado de una forma sencilla dice asi: “la frecuencia
relativa de un suceso tiende a estabilizarse en torno a un niimero, a me-
dida que el niimero de pruebas del experimento crece indefinidamente”.

En esta época hay que destacar las importantes contribuciones de auto-
res como Abraham de Moivre (1667-1754), Daniel Bernouilli (1700-1782)
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o Thomas Bayes (1702-1761), entre otros.

A partir del citado periodo, el calculo de probabilidades adquiere
una mayor interrelacién con otras ciencias y no se circunscribe exclusi-
vamente a los juegos de azar.

Uno de los matematicos artifices del asentamiento de las bases de
lo que hoy se conoce como probabilidad clasica es Pierre Simon, marqués
de Laplace (1749-1827). El momento cumbre fue la publicacién en 1812,
del importante y extenso tratado Theorie analitique des probabilités; en
él, aparece la primera definiciéon del concepto de probabilidad, conocida
hoy como definicién clésica.

Contemporaneo de Laplace, merece ser destacado C. F. Gauss,
(1777-1855), quien dedicé parte de su actividad a estudiar la teorfa de
errores, dando lugar a la ley normal, de la que estimé sus parametros.

Después de este periodo, el interés por el cdlculo de probabilidades
fue disminuyendo, llegando préacticamente a desaparecer como disciplina
matematica durante el siglo XIX. Esto se debié, por una parte, a la
aparicion de algunas contradicciones como la que puso de manifiesto el
matematico francés Bertrand, y por otra, a una relativa apatia por la
probabilidad debido al cardcter esencialmente “deterministico” del siglo
XIX. La evolucion de la teoria se desplaza hacia el Este, en particular
hacia la escuela de San Petesburgo. En ella resaltan las contribuciones de
P.L. Tchebychev (1821-1894) y de su discipulo A. Markov (1856-1922).

Sin embargo, no es hasta principios del siglo XX, maés concre-
tamente 1933, fecha de la publicacién de la obra Fundamentos por el
matematico ruso A. N. Kolmogorov, cuando la probabilidad pasa a con-
vertirse en una rama mas de las matemaéticas. En esta obra, Kolmogorov
apoyandose en la teoria de conjuntos y en la teoria de la medida, da una
definicion axiomatica del calculo de probabilidades, como generalizacién
y sintesis de los conocimientos que de la probabilidad se tenian hasta
entonces.
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2. Conjuntos. Operaciones

Un conjunto es una coleccion en un todo de objetos bien defini-
dos que poseen una o varias propiedades. Cada uno de los objetos del
conjunto se llama elemento.

La idea de conjunto sdlo hace referencia a la presencia de sus
elementos y no a ninguna ordenacion o repeticion de éstos. Los conjuntos
pueden venir dados por:

Extension: Se especifica cada uno de los elementos que pertenece al
conjunto.

Descripcion: Se da una o varias propiedades que deben cumplir todos
los elementos del conjunto. Cualquier elemento que verifique esas
propiedades pertenece al conjunto.

Ejemplo 4.1
Extension
=
A={z/) >0, 22—z-2=0}= {2}

Descripcion

Se dice que dos conjuntos son iguales cuando estan formados por
los mismos elementos.

Ejemplo 4.2 Los conjuntos A = {x | 2> —x -2 = 0} y
B = {—1, 2} son iguales.
2.1. Subconjunto
B es un subconjunto de A, 6 bien A contiene a B, si todo elemento
de B es elemento de A.

Ejemplo 4.3 Si A={x|2?—-2—-2=0}y B ={-1} entonces
B C A.
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2.2. Operaciones entre conjuntos

Unién. La unién de conjuntos es otro conjunto que estd formado por
todos los elementos de dichos conjuntos.
Ejemplo 4.4 Sea A = {1,2,4}, B = {2,3} entonces se
tiene que AU B = {1,2,3,4}.

Interseccion. La interseccion de conjuntos es otro conjunto que esté for-
mado por los elementos comunes a todos los conjuntos.
Ejemplo 4.5 Dados A = {1,2,4} y B = {2,3} se tiene
ANB={2}.

2.3. Conjuntos caracteristicos

Conjunto vacio. Es aquel conjunto que no tiene ningin elemento. Se
denota por () . Este conjunto se considera como subconjunto de
cualquier otro conjunto.

Ejemplo 4.6 Tomando A = {1,2,4} y B = {3,5} queda
ANB=1.

Conjunto universal. Es aquel formado por la totalidad de los ele-
mentos del mismo tipo. Todo conjunto se puede considerar como
subconjunto de él. Se denota por {2.

Conjuntos disjuntos. Si dos conjuntos A y B no poseen elementos
comunes se dicen que son disjuntos, es decir, AN B = .

Particién. Se dice que los conjuntos Ai, Ao, As,..., A, forman una
particién o un sistema completo de sucesos, si son disjuntos dos a
dos y la union de todos ellos es el conjunto universal, es decir:

1. AiﬁAj:@ VZ#]
2. AfUAUA3U---UA, =9
Conjunto complementario. El conjunto complementario de un con-

junto A, es el conjunto formado por todos los elementos del con-
junto universal que no estdn en A. Se denota por A.
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2.4. Propiedades de las operaciones entre conjuntos

1. La unién e interseccion de conjuntos son operaciones conmutativas
y asociativas.

a) AUB=BUA, AnB=BnNA

b) (AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=An(BNCOC)
2. Se verifica la distributiva de cada operacion respecto a la otra.

a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

b) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
3. El operador complementario verifica:

a) ANA=0y AUA=Q

D) Q=0 y =0

c) A=4

4. Se cumplen las llamadas Leyes de Morgan:

a) AUB=ANB
b) ANB=AUB
3. Algebra de sucesos

Hay determinados experimentos en los que las situaciones o cau-
sas determinan perfectamente los resultados o efectos, como por ejem-
plo ciertas situaciones fisicas. Sin embargo, existen otros experimentos
en los que en las mismas condiciones se obtienen resultados diferentes,
como ocurre en los juegos de azar. Los primeros experimentos reciben el
nombre de deterministicos, mientras que los segundos se conocen como
aleatorios.

Se parte del experimento de lanzar un dado al aire y observar el
nimero de puntos que figura en la cara superior. Los nimeros 1, 2, 3, 4,
5, 6 son los sucesos elementales posibles. También se puede considerar
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sucesos compuestos como conseguir par, trio,. .., formados por la union
de sucesos elementales. Si se prolonga indefinidamente esta sucesion de
pruebas con sus resultados, se llega al conjunto potencialmente infinito
de todas las pruebas asociadas a un experimento aleatorio que se llama
universo, poblacién o colectivo asociado al mismo.

Para el estudio de un fenémeno determinista se hace preciso la
constatacion de ciertas regularidades. En el caso de fenémenos aleatorios
estas regularidades aparecen al considerar un gran nimero de pruebas.

Ejemplo 4.7 Siobtengo m veces el valor 3 en n tiradas de un
dado la frecuencia del suceso 3 sera .

El hecho de que la frecuencia de un suceso tienda a aproximarse
a un numero fijo al aumentar el nimero de pruebas se ha denominado
“ley de azar” o “ley de estabilidad” de las series estadisticas.

La nocién de probabilidad como valor limite ideal de estas fre-
cuencias es la base del modelo matematico apropiado para el estudio de
estos fendmenos. Su teoria constituye el cdlculo de probabilidades.

3.1. Espacio muestral. Sucesos

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados po-
sibles de un experimento aleatorio. Se denota por (2.

Los espacios muestrales pueden ser:

Finitos. Como, por ejemplo, el espacio muestral correspondiente al ex-
perimento aleatorio del lanzamiento de un dado una inica vez, que
consta de seis elementos que corresponden a los seis resultados po-
sibles.

Infinitos numerables. Como, por ejemplo, el resultante de la conta-
bilizacion del niimero de veces que hay que tirar una moneda has-
ta que aparezca por primera vez cara, donde el espacio muestral
estd compuesto por los nimeros naturales, {1,2,3,4,...,n,...}
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Continuos. Como, por ejemplo, el que se obtiene al medir, en radianes,
el angulo que forma una aguja, que se lanza sobre una superficie
plana, con una determinada direccién prefijada, donde el espacio
muestral es [0, 27].

Se denomina suceso a todo subconjunto del espacio muestral, es
decir A es un suceso si A C ). Los sucesos elementales son aquellos que
constan de un tnico elemento.

Al realizar un experimento aleatorio se dice que se ha verificado
el suceso A, si el resultado obtenido pertenece a A.

3.2. Relaciones entre sucesos

Implicaciéon. Un suceso A implica otro suceso B cuando siempre que
se verifique A se verifica B.

Ejemplo 4.8 En el lanzamiento de un dado se consideran
los sucesos: A ={Obtener un 4} y B ={Ob-
tener un miltiplo de 2 }, entonces A implica
B.

Suceso contrario. Dado un suceso A, se define el suceso contrario de
A y se denota por A, como aquel que se verifica si y sélo si no se
verifica A.

Ejemplo 4.9 Si en el lanzamiento de un dado A = {1,2},
entonces el suceso contrario viene dado por

A ={3,4,5,6}.

Unidén de sucesos. Se dice que el suceso C = A U B se verifica, si y
sélo si se verifica A , B o ambos.

Ejemplo 4.10 En el lanzamiento de un dado se describen
los siguientes sucesos:

A = {Obtener una puntuacién menor o igual
que tres }

B = {Obtener una puntuacion par}
Entonces AU B = {Obtener 1, 2, 3, 4, 6}
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Suceso seguro. El suceso sequro, que se denota por 2, es aquel que
siempre se verifica. Para cualquier suceso A siempre se cumple que
Q=AUA.

Intersecciéon de sucesos. Se dice que el suceso C' = AN B se verifica,
siy sélo si se verifican A y B.

Ejemplo 4.11 En el lanzamiento de un dado, si se tiene:

A = {Obtener una puntuacién menor o igual
que tres}

B = {Obtener una puntuacién par}
Entonces AN B = {Obtener un 2}.

Suceso imposible. Suceso imposible es aquel que no se puede verificar
nunca, se denota (.

Sucesos incompatibles. Dos sucesos son incompatibles cuando al ve-
rificarse uno de ellos no se verifica el otro, o equivalentemente,
cuando su interseccién es el suceso imposible.

3.3. Algebra de Boole

Una familia A de subconjuntos de € tiene estructura de Algebm
o Algebra de Boole sobre €, si verifica:

1. Qe A
2.VA,Be A= AUBec A
3.VAcA=Ac A

El par (€2, .A) se dird espacio medible finito.

Una familia A de subconjuntos de €2 se dice que tiene estructura
de o-dlgebra sobre €, si

1. Qe A
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2. V{Al}leﬂ\[ = Uieﬂ\f A, e A
3.VAe A= Ac A

El par (92, A) se diréd espacio medible.

Obsérvese que con esta definicién la intersecciéon de sucesos del
algebra y el conjunto () pertenecen al dlgebra.

Se establece una correspondencia biunivoca entre conjuntos y su-
cesos que viene dada por la tabla 4.1.

Célculo de Probabilidades Teoria de Conjuntos
Suceso Seguro (Espacio muestral) Conjunto Universal
Suceso Elemental Punto del Conjunto Universal
Suceso Subconjunto
Sucesos Incompatibles Conjuntos Disjuntos
Unién de Sucesos Unién de Conjuntos
Suceso Imposible Conjunto Vacio
Suceso Contrario Conjunto Complementario
Interseccion de Sucesos Interseccion de Conjuntos
Sistema Completo Particién

Tabla 4.1: Célculo de probabilidades y teoria de conjuntos

4. Distintas definiciones del concepto de probabilidad

Continuando con el estudio de un experimento aleatorio y una
vez que se han definido los sucesos se aprecia la necesidad de definir
alguna medida que cuantifique la incertidumbre o la asiduidad de que
un determinado suceso se obtenga al realizar un experimento aleatorio,
a tal medida se le denomina probabilidad.

La dificultad de dar una definiciéon del concepto de probabilidad
sin objeciones o limitaciones, queda reflejada por los diferentes intentos
realizados a lo largo de la historia para encontrar una definicién de dicho
concepto.
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De la introduccién histérica que se ha elaborado se desprende la
existencia de tres definiciones del concepto de probabilidad que a conti-
nuacién se discuten.

Definicion clasica, debida a Laplace: La probabilidad de un suceso
A es el cociente entre el nimero de casos favorables al suceso y el
numero de casos posibles.

Los inconvenientes de definir la probabilidad de esta forma son:

= No es valida cuando los sucesos elementales no son equipro-
bables.

= A veces no es posible contar.

Definicion frecuentista, debida a Bernouilli: La probabilidad de
un suceso es el valor limite de su frecuencia relativa al repetir
indefinidamente la experimentacion.

Los inconvenientes de definir asi la probabilidad son los siguientes:

= Desde el punto de vista del andlisis no puede interpretarse
el limite anterior por la imposibilidad de fijar el nimero de
repeticiones.

= En algunas ocasiones no es posible realizar una experimenta-
cién indefinida.

= Las condiciones bajo las cuales se realiza la experimentacién
pueden variar a lo largo del tiempo y, con ellas, las frecuencias
relativas.

Para evitar los inconvenientes de ambas definiciones, ademads de
un gran numero de paradojas y dificultades surgidas a comienzos
del presente siglo, se hizo necesaria una profunda revisién del con-
cepto de probabilidad utilizando las herramientas mas precisas del
momento: La teoria de conjuntos, desarrollada principalmente por
Borel, v la potente Teoria de la medida, debida a Lebesgue. A la
luz de estas teorias, la probabilidad empieza a entenderse como
una medida de la incertidumbre, con propiedades similares a las
medidas de longitud, tiempo, etc.
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Una concepciéon maés operativa es definir la probabilidad como una
medida personal de la incertidumbre de un suceso, basada en aque-
llos experimentos previos, que con la informacién disponible, se
consideren indistinguibles o intercambiables. En situaciones repe-
titivas, cuando exista una amplia experiencia, la probabilidad vie-
ne determinada por la frecuencia relativa, mientras que, en otros
casos, depende de distintos tipos de informacion.

Todo lo anterior llevé a Kolmogorov a introducir axiomaticamente
el concepto de Probabilidad.

Definicion axiomatica de probabilidad, debida a Kolmogorov:
Dado (£2,.A) un espacio medible finito, una funcién sobre A, P :
A — R se dice medida de probabilidad finita o simplemente pro-
babilidad, si cumple los siguientes axiomas:

A1l. La probabilidad de un suceso es siempre mayor o igual a cero,
P(A)>0

A2. La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad,
P(Q)=1

A3. La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles es
igual a la suma de las probabilidades de cada uno de ellos,

VA, BEA|ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)

Definicién axiomatica de probabilidad: Dado (£2,.4) un espacio
medible, una funcién sobre A, P : A — R se dice medida de
probabilidad infinita, de Kolmogorov o simplemente probabilidad,
si cumple los siguientes axiomas:

A1l. La probabilidad de un suceso es siempre mayor o igual a cero,
P(A)>0
A2. La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad,

PQ) =1
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A3. La probabilidad de la unién de sucesos incompatibles es igual
a la suma de las probabilidades de cada uno de ellos,

WAitiew | AinAj=0,Vi#j  P(|J A)=> P(A)
i€IN i€ IN

El gran inconveniente de estas definiciones es que no dan un mé-
todo para el cdlculo de probabilidades, por lo que en la practica hay que
basarse en las definiciones clasica y frecuentista.

5. Propiedades de la funcién de probabilidad

Como consecuencia de los axiomas se pueden deducir una serie
de propiedades de la funciéon de probabilidad, destacando las que se
describen a continuacion.

1. La probabilidad del suceso A es igual a uno menos la probabilidad
del A,

P(A)=1- P(A)

o

2. La probabilidad del suceso imposible es cero,

P()=0

3. Si A y B son dos sucesos cualesquiera se verifica que:

P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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@ Qs

Si se tienen tres sucesos, A, B y C, la propiedad anterior tiene la
forma siguiente:

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNCQC)

g

4. Si A C B entonces P(A) < P(B)

Q

Ejercicio 4.2 Demuestre las propiedades anteriores.
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6. Probabilidad condicionada. Independencia

La probabilidad de un determinado suceso en un experimento alea-
torio puede verse modificada si se posee alguna informacion antes de la
realizacién del experimento. Por ejemplo, si se consideran los alumnos
de una clase de Estadistica, la probabilidad de sacar aleatoriamente una
alumna rubia sera diferente de la de sacar una alumna rubia del grupo
de las alumnas, es decir, si se parte del conocimiento de que el alumno
escogido sea del sexo femenino. Para modelar este tipo de situaciones
en las que se parte de una informacién a priori, se define el concepto de
probabilidad condicionada.

Si P(B) > 0, la probabilidad condicionada de que se realice A si

B se realiza, P(A/B), viene definida por el cociente:
P(ANB)
P(A/B) = ————

Andlogamente, se define la probabilidad condicionada de B res-
pecto a A. Utilizando conjuntamente ambos resultados se obtiene que:

P(AN B) = P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A)

Ejemplo 4.12 El 60 % de los alumnos de una clase de Estadisti-
ca son chicas y se sabe que el 30% de las chicas
son rubias. ;Cudl es la probabilidad de escoger un
alumno de la clase que sea chica y rubia?

Para resolver este ejemplo se consideran los siguien-
tes sucesos:

F = {ser de sexo femenino}
M = {ser de sexo masculino}
R = {tener pelo rubio}.

La probabilidad pedida es:
P(RNF) = P(R/F)P(F)=03-06=018

Teorema 4.1 Si P(B) > 0, entonces P(-/B) es una probabilidad:
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Al. P(A/B)>0 VA
A2. P(Q2/B)=1
A3. Para cualquier sucesion de sucesos disjuntos {Al}?:/(fo, se verifica:

P(|J 4i/B) =) P(Ai/B)
i=1 i=1

Teorema 4.2 Dados n sucesos, Ay, As, ..., Ay, se tiene:

P(AiNAyN..NA4,) =
= P(Al) . P(AQ/Al) . P(Ag/Al ﬂAQ) .
.- P(An/Al NAsN...N An—l)

Ejemplo 4.13 Siguiendo con el ejemplo 4.12 se sabe que el 40 %
de las chicas rubias usan gafas. ;Cual es la proba-
bilidad de que al escoger aleatoriamente un alumno
de la clase resulte ser una chica rubia con gafas?

Se define el suceso G = {usar gafas} y la probabi-
lidad pedida es:

P(FNRNG) = P(G/(RNF))P(R/F)P(F)
= 040306 =0072.

Ejercicio 4.3 Demuestre los teoremas anteriores.
7. Dependencia e independencia

En el epigrafe anterior se introdujo el concepto de probabilidad
condicionada, debido a que la probabilidad de un determinado suceso se
ve alterada por la informacion de que se dispone a priori. Sin embargo,
puede suceder que dicha informacién no altere la probabilidad de ocu-
rrencia de ese suceso, es decir, el que ocurra el suceso es independiente
de la informacién.
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Se dice que dos sucesos Ay B son independientes si el conocimiento
de la ocurrencia de uno no modifica la probabilidad de aparicién del otro.
O sea, P(B/A) = P(B).

Ejercicio 4.4 Compruebe que dos sucesos A y B son indepen-
dientes si y sélo si P(AN B) = P(A)P(B).

La definicién de independencia se puede generalizar a un nimero
finito de sucesos. A1, As, ..., A,, se dicen mutuamente independientes
si:

Ejemplo 4.14 Continuando con el ejemplo 4.12, si se sabe que el
10 % de los alumnos de la clase escriben con la ma-
no izquierda. ;Cudl es la probabilidad de escoger
aleatoriamente una chica que escriba con la mano
izquierda?

Sea el suceso D definido por D={escribir con la
mano izquierda}. Admitiendo que los sucesos D y
F' son independientes, la probabilidad solicitada es:

P(FND)=P(F)P(D)=06-01=006.
8. Teorema de la probabilidad total. Teorema de Bayes
8.1. Teorema de la probabilidad total

Se considera un experimento que se realiza en dos etapas, en la
primera se supone que los posibles sucesos, Ay, As, ..., A,, constituyen
un sistema completo, de tal forma que son conocidas las probabilidades a
priori, P(Ay), P(As), ..., P(A,). Mientras que en la segunda etapa los
resultados posibles, Bj, tienen probabilidades desconocidas que depen-
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den de lo que ocurre en la primera etapa. Si se conocen las probabilidades
condicionadas P(B/A;) para un cierto suceso B y cada A; se verifica que:

P(B) = Z P(B/A;)P(A;)

Aq

La demostracién de la igualdad anterior se basa en que al ser
Ay, As, ..., Ay, una particién de 2 y B un elemento cualquiera del alge-
bra de sucesos A, se tienen las siguientes igualdades:

B = BN
BN(AjUAsU....UA,)

por las propiedades distributiva y conmutativa:
B=(ANB)U(A2NB)U..U(A,NB)

Como los sucesos {A;}" | son incompatibles, también lo son los sucesos
{A; N B}?_,, por lo tanto se puede aplicar el axioma A3:

P(B) = P((AiNB)U(A;NB)U...U(A,NB))
= P(A\NB)+P(A3NB)+ ...+ P(A, N B)

- zn: P(A;NB) = Enj P(B/Ai)P(Ai)
1=1 1=1

Se obtiene de esta forma la igualdad buscada.
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Ejemplo 4.15 Continuando con el ejemplo 4.12; si se sabe que el
20 % de los chicos son rubios. ;Cudl es la probabili-
dad de escoger aleatoriamente una persona rubia?

La probabilidad solicitada es:

P(R) = P(R/M)P(M)+ P(R/F)P(F)
= 02-04+03-06=026.

8.2. Teorema de Bayes

En los epigrafes anteriores hemos dado la idea intuitiva de pro-
babilidad condicionada como la probabilidad de que ocurra un suceso
sabiendo que ha ocurrido con anterioridad otro determinado suceso. Sin
embargo, también se puede plantear la probabilidad de que se haya dado
un determinado suceso sabiendo que como resultado final del experimen-
to se ha obtenido otro determinado suceso.

En las mismas hipdtesis del teorema anterior se tiene que:

P(B/A)P(Ag)

P(Ay/B) = k=1,...,n

n )

> P(B/A)P(A)

Observe que se intenta calcular una probabilidad “antinatura”, pues se
pretende expresar lo que ocurre antes, Ax, en funcién de lo que ocurre
después, B. De todas formas, lo anterior tiene sentido porque en algunas
ocasiones se conoce el resultado final de un experimento, pero se des-
conocen algunos de los pasos intermedios, en los que se estd interesado.
El teorema de Bayes resuelve esta cuestion, llevando el cédlculo de las
probabilidades a un terreno mas natural, expresando las probabilidades
a posteriori, P(A;/B), en funcién de las verosimilitudes, P(B/A;).

Aplicando la definicién de probabilidad condicionada:

P(Ax/B) = £ <§’Z£)B> _ P(Ak;f(?g/fm




136  Capitulo 4. Teoria de la probabilidad
Y por el teorema de la probabilidad total:
P(Ay)P(B/Ak)

Z P(A;)P(B/A;)
=1

con lo que queda demostrado el teorema.

Ejemplo 4.16 En el ejemplo 4.12, si se sabe que se ha elegido a
una persona rubia, jcual es la probabilidad de que
sea chica?

La probabilidad solicitada, a la vista del resultado
del ejemplo 4.15 es

P(R/F)P(F) _0'3-06

= = 0/69.
P(R) 0'26

P(F/R) =

9. Ejercicios

9.1. Ejercicio resuelto

4.1 En una determinada ciudad se ha cometido un asesinato. De
la investigacién se encarga un detective, que tiene 5 sospechosos entre
los que se encuentra el asesino. Se sabe que el detective trabaja con un
pequeno margen de error, de forma que la probabilidad de creer inocente
al verdadero asesino es de 0’05 y la probabilidad de creer culpable a una
persona inocente es de 0’08. Si el detective cree que una persona es

culpable, ;cudl es la probabilidad de que esa persona sea el asesino?

Solucién: Para la resolucién del problema se definen los siguientes

SUCesos:

A = {ser asesino}

~
I

{ser enjuiciado inocente}

C = {ser enjuiciado culpable}
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De esta forma se tiene que:

Hay un asesino de 5 sospechosos, por tanto, la probabilidad de que
una persona elegida al azar sea el asesino es:

La probabilidad de creer inocente al verdadero asesino, es la pro-

babilidad de ser enjuiciado inocente condicionada a que es el ase-

sino, es decir, P(I/A) = 0/05. Ademads, se sabe que P(C/A) =
— P(I/A) = 0/95.

La probabilidad de creer culpable a una persona inocente, es la
probabilidad de ser enjuiciado culpable condicionada a que no es
el asesino, es decir, P(C'/A) = 0/08.

En el problema se pide la probabilidad de que una persona asesina haya
sido enjuiciada culpable, es decir, la probabilidad de que una persona
sea asesina condicionada a que ha sido enjuicida culpable. Por tanto, la
probabilidad requerida es P(A/C'), para calcular dicha probabilidad se
recurre al teorema de Bayes,

9.2.

_ (C/A)P(A)
P(4/c) = PIOTAYP(A) § PC/AP(A)
0'95-0'2
0'95-0'2 +0'08-0'8

_ 019 /
a 0254_0748

Ejercicios propuestos

4.1. En una encuesta sobre las preferencias entre dos produc-

tos, realizada sobre un conjunto de 300 mujeres y 400 hombres, se han
obtenido los siguientes resultados:

Producto | Hombres | Mujeres | Total
A 225 180 405
B 175 120 295
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a) Represente la situacién utilizando un diagrama de Venn.

b) Imagine que la encuesta ofrece informacién referida a dos
conjuntos de edad, los menores y los mayores de 50 anos. Serfa posible
la representacién incluyendo esta nueva informacion? De ser afirmativa
la respuesta, represéntela.

4.2. Un estudiante de Estadistica se dispone a realizar un estu-
dio sobre el tipo y las condiciones de la comida que su madre le sirve a
diario. Para ello establece las siguientes clasificaciones:

Estado de sal Salada, normal, sosa
Temperatura Caliente, fria
Tipo de alimento | Carne, pescado, verduras, pastas

Obtenga, utilizando un diagrama de arbol, el espacio muestral del tipo
y las condiciones de las comidas.

4.3. Imagine que tenemos los sucesos A, B y C, exprese en len-

guaje de la teoria de conjuntos las siguientes operaciones entre ellos:

a) Ocurren A y al menos uno de los otros dos.

b) Ocurren A y uno sélo de los otros dos.

c¢) Ocurre uno de los tres, pero no dos a la vez.

d) Ocurre, al menos, uno de los tres.

e) Ocurre C, pero no lo hacen ni A ni B.

f) Ocurren al menos dos de los tres.

g) Ocurren exactamente dos de los tres.

h) No ocurre ninguno de los tres.

4.4. Los alumnos de una determinada carrera se encuentran dis-
tribuidos en 5 cursos, de forma que en cada uno de los dos tltimos cursos
hay la mitad de alumnos que en cada uno de los tres primeros. Se pide
que se calcule la probabilidad de que al escoger al azar a un alumno:

a) éste sea de cuarto.
b) le queden menos de tres cursos para acabar.

4.5. Represente el espacio muestral resultante al lanzar dos da-
dos de distinto color y calcule la probabilidad de obtener una suma de
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siete puntos.

4.6. Represente el espacio muestral resultante al lanzar dos da-
dos del mismo color y calcule la probabilidad de obtener una suma de
siete puntos. Compare el resultado con el obtenido en el ejercicio ante-
rior.

4.7. Un jugador lanza tres veces una moneda, si obtiene tres
caras gana 100€ si obtiene una o dos caras gana 10€ y si no obtiene
ninguna cara pierde 160€. ;Es justo el juego?

4.8. Juan y Pedro juegan a una variante del juego de los chinos.

Cada uno de ellos tiene tres chinos pudiendo seleccionar en una mano
ninguno, uno, dos o los tres. A una senal los dos muestran los chinos
seleccionados. Juan gana 10€ si sus chinos coinciden con los de Pedro o
hay una diferencia de un tinico chino, mientras que Pedro gana 15€ en
el resto de casos.

a) Calcule la probabilidad de que gane Juan.

b) ;Qué cantidades deben ganar cada uno para que el juego
sea justo?

4.9. Calcule la probabilidad de que tres alumnos seleccionados
aleatoriamente en una clase cumplan anos en meses consecutivos.

4.10. Calcule la probabilidad que tiene un ladrén que ha robado
una tarjeta de un cajero automaético de acertar con la clave, sabiendo
que ésta tiene cuatro digitos y que si no acierta en tres intentos el cajero
se tragara la tarjeta.

4.11. Imagine que se encuentra un procedimiento que genera a-
leatoria e indefinidamente letras y signos de puntuacién. ;Cudl es la
probabilidad de que un cierto momento escriba la novela “El Quijote”?
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4.12. Se parte de que P(A) =0'3, P(B) =04y P(ANB) =01,
obtenga:

a) P(AN B)
b) P(AN B)
c) P(A— B)
d) P(A/B)
4.13. Se considera el conjunto universal Q = {(z,y) € R? :
0<z<1,0<y<1}ylos sucesos Ay = {(z,y) € Q : Sxﬁ%},
Ay ={(z,) €Q: 5<o<1i3<y<j}t v As={lzyeq:

0<z<i}
a) Pruebe que la funcién P(A) = Area(A4) , VA C Q es una

funcién de probabilidad.
b) Calcule P(Al UAs UAg), P(/Il HAQ) y P(Alﬂ(AzUAg)).

4.14. Sea una clase de estadistica en la que un 20 % de los varones
son rubios y un 50 % de las mujeres rubias. Si se sabe que el 30 % de la
clase son varones, se pide:

a) La probabilidad de escoger aleatoriamente de la clase un
varéon rubio.

b) La probabilidad de escoger aleatoriamente una persona
rubia de entre todos los alumnos.

c) La probabilidad de que una persona que se ha elegido
aleatoriamente sea varon sabiendo que su pelo es rubio.

4.15. ;Cual es la probabilidad de que al tirar tres dados honrados
salgan numeros diferentes?

4.16. Se tienen dos barajas de cartas de forma que la primera
tiene 30 cartas rojas, 10 blancas y 2 negras y la segunda tiene 20 cartas
rojas, 10 blancas y 12 negras. Se lanza una moneda, si sale cara se escogen
tres cartas de la primera y una de la segunda; si sale cruz se escoge una
carta de la primera y tres de la segunda. Calcule la probabilidad de que
de las cuatro cartas extraidas dos sean blancas y las otras dos rojas.
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4.17. Un estudio sobre los niveles de audiencia de diferentes ca-
denas de radio arrojé que el 50 % de la poblacién escuchaba Radio A, el
40 % Radio B y el 30 % Radio C. Ademsds, se obtuvo que el 20 % escu-
chaba Radio A y Radio B, el 10% Radio A y Radio C y el 5% Radio B
y Radio C, finalmente sélo el 2% escuchaba las tres cadenas.

a) ;Qué porcentaje de la poblacién escuchaba alguna cade-
na?

b) ;Qué porcentaje de la poblacién escuchaba una sola ca-
dena?

4.18. En un programa de televisién existe una prueba que consis-
te en ordenar cronolégicamente cinco inventos. El niimero de aciertos es
el nimero de coincidencias entre las posiciones correctas y las ordenadas
por el concursante. ;Cudl es la probabilidad de que un concursante tenga
al menos un acierto, sabiendo que realiza la ordenacion de los inventos
al azar?

4.19. Se consideran dos sucesos cualesquiera A y B, se pide:
a) Pruebe que si A y B son independientes entonces A y
B, Ay B,y, Ay B también lo son.
b) Demuestre que si P(A) = 0 entonces A y B son inde-
pendientes.
c) Si Ay B son dos sucesos disjuntos, ;1o son también A y

B?

4.20. Se considera un equipo deportivo en octavos de final de una
competicién, que tiene una probabilidad de pasar a las siguientes fases
de %, % y %, respectivamente, y de % de ganar la final si accede a ella,
jcudl es la probabilidad de que gane la competicién?

4.21. Un jugador de baloncesto tiene una probabilidad de ences-
tar un lanzamiento desde una cierta posicion de i.
a) ;Cudl es la probabilidad de encestar tres lanzamientos
consecutivos?
b) ;Cuél es la probabilidad de que en cinco lanzamientos
enceste al menos tres?
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4.22. De una urna con tres bolas blancas y dos negras se extrae
una bola y a continuacion se lanza un dado, de forma que se introducen
en la urna tantas bolas del mismo color que la extraida como el resultado
obtenido al lanzar el dado. ;Cudl es la probabilidad de que, una vez
realizada esta operacién, al extraer dos nuevas bolas, éstas tengan el
mismo color?

4.23. Dos amigos son alumnos de la asignatura de Estadistica de
forma que cuando uno falta le pasa los apuntes al otro. Se sabe que el
primero va a asistir a un 80 % de las clases y el segundo a un 40 %, de
forma independiente. ;Cudl es la probabilidad de que los amigos tengan
todos los apuntes de clase?

4.24. Se considera una urna en la que hay 4 dados, de forma que

en el primero 3 caras son unos y las restantes son doses, en el segundo 4
caras son unos y el resto doses, en el tercero 5 caras son unos y la otra
un dos y en el cuarto 2 caras son unos y el resto doses.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que al elegir un dado al azar
y lanzarlo se obtenga un uno?

b) Se coge al azar un dado de la urna y al lanzarlo se obtiene
un uno, jcual es la probabilidad de que sea el cuarto dado?

4.25. De una urna que contiene cinco bolas blancas y tres negras,
se extraen al azar cuatro bolas que se introducen en otra urna vacia, de
esta urna se sacan aleatoriamente dos bolas que resultan ser una blanca
y una negra. ;Cudl es la probabilidad de que de las cuatro bolas pasadas,
dos fueran blancas y las otras dos negras?

4.26. En una piscina de una piscifactoria se han introducido ale-
vines de dos variedades de una especie en las siguientes cantidades y
proporciones de machos y hembras:

Variedad | Cantidad | % machos
A 1000 7
B 1500 6
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A continuacion se escoge un alevin, jcudl es la probabilidad de que
pertenezca a la variedad A, sabiendo que es hembra?

4.27. Una factoria produce un cierto articulo en tres cadenas de
montaje. La cadena A fabrica el 50 % del total, la cadena B el 30 % y la C
el 20 %, con porcentajes de defectuosos 0’03, 0’04 y 0’05 respectivamente.
Un cliente decide analizar la calidad del producto para lo que selecciona
una unidad al azar, ;qué probabilidad hay de que dicha unidad resulte
ser defectuosa?

4.28. Un nino guarda tres cajas con chocolatinas, en la primera
tiene dos chocolatinas negras y una blanca, en la segunda dos negras
y dos blancas y en la tercera dos blancas y una negra. En un despiste
suyo, su hermana pequena le ha cogido una chocolatina blanca, ;cual es
la probabilidad de que la haya cogido de la primera caja?
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Capitulo 5

Variable aleatoria

1. Concepto

En el capitulo anterior se introducia el concepto de probabilidad
definido sobre el adlgebra de Boole de los sucesos. Sin embargo, este con-
cepto presenta el inconveniente de que no es susceptible de un buen
manejo matematico, debido fundamentalmente a la diversidad de las ca-
tegorias de los resultados de un experimento, de ahi que sea necesario
realizar una abstraccion cuantificada de dicho experimento que permita
agrupar los sucesos segtin determinadas caracteristicas comunes y conse-
cuentemente se facilite su manejo y la aplicacion del andlisis matematico.
Dicha abstraccién se realiza asignando un nimero real a cada suceso del
espacio muestral. La funcién mediante la cual se realiza esta correspon-
dencia recibe el nombre de variable aleatoria. Mas formalmente, se define
la variable aleatoria como cualquier funcién medible que asocia a cada
suceso un numero real.

Profundizando en la idea de variable aleatoria como abstraccién
de los resultados de un experimento aleatorio, y puesto que cada suceso
tiene una determinada probabilidad de ocurrencia, se puede trasladar
dicha probabilidad al valor correspondiente de la variable aleatoria, por
lo que se puede hablar de la probabilidad de que una variable aleatoria
tome un determinado valor. Asi,
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1. Al lanzar una moneda, se le puede asociar el valor 1 al suceso
elemental “cara” y el valor 0 al suceso “cruz”.

2. Al lanzar dos dados al aire se puede asociar a cada resultado la
suma de los puntos obtenidos.

Es importante observar que la asignacion de valores a los resulta-
dos del experimento no es tnica, de hecho basta con fijar valores distintos
a resultados distintos, para obtener una infinidad de funciones. No obs-
tante, la idea es que dicha asignacién sea lo mas natural posible para que
una vez manipulada la variable aleatoria los resultados sean facilmente
interpretables en términos del experimento de partida.

2. Variables discretas y continuas

Una variable aleatoria, en lo sucesivo v.a., se denomina discreta si
toma valores aislados o puntuales.

Ejemplo 5.1 La variable X=“Numero de hijos varones de una
familia de 2 hijos”, puede tomar los valores 0, 1 y 2.
Si se desea calcular la probabilidad de que X tome
cada uno de sus valores posibles, suponiendo que la
probabilidad de que un hijo sea varén es 0’49, y en
el supuesto de que los sucesos sean independientes,
se tiene que:

P(X =2) = 049-0/49 = 02401

P(X =1) = 0149-051+051-049
= 0/4998
P(X=0) = 051051 =02601 .

Siendo la suma de estas probabilidades, como era
de esperar, la unidad.

Una v.a. es continua si puede tomar cualquier valor dentro de uno
o varios intervalos determinados. Asi, la variable X que asocia a cada
individuo de un colectivo su estatura es continua; en este caso, la pro-
babilidad de que la variable tome exactamente un valor determinado,
160 cms. por ejemplo, es cero. Esto tiene su justificacién intuitiva, des-
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de el punto de vista de la regla de Laplace, en que el niimero de casos
favorables es uno sélo, mientras que el niimero de casos posibles es infi-
nito. De hecho, esa es la principal caracteristica de la variable continua
y obligara a darle un tratamiento especial.

Para terminar, se puede considerar una v.a. mizta, la cual toma
valores dentro de uno o varios intervalos y algunos valores puntuales mas
fuera de él o de ellos.

Lo dicho hasta ahora vale tanto para experimentos simples —lanzar
un dado y anotar el niimero de la cara superior—, como para experimen-
tos complejos —medir el peso, la estatura y la edad en anos de un grupo
de personas—. En el primer caso la variable asociada serd unidimensional
—discreta en el ejemplo—, y en el segundo multidimensional, tridimensio-
nal, continua para las dos primeras dimensiones y discreta para la edad.

3. Variables unidimensionales
3.1. Caracterizacion de variables aleatorias

Como se ha visto, la v.a. es una abstracciéon numérica que se hace
de los resultados de un experimento aleatorio, y puesto que cada suce-
so tiene una determinada probabilidad de ocurrencia se traslada dicha
probabilidad al valor correspondiente de la v.a. Si la variable es discreta
y toma pocos valores distintos, como en el ejemplo de los hijos varo-
nes, es factible, e incluso conveniente, dar todos esos valores con sus
probabilidades de una forma explicita. Pero si la variable es discreta y
toma muchos valores diferentes (tal vez infinitos) o si es continua, lo
anterior es poco recomendable o incluso imposible. Por ello es necesario
apoyarse en una serie de funciones, relacionadas intimamente con dichas
probabilidades, que nos permitan resolver el problema. Estas funciones
son la funcion de cuantia en el caso discreto, la de densidad en el con-
tinuo; asi como, la de distribucion, la caracteristica y la generatriz de
momentos, entre otras, en ambos casos. Este apartado se centra en las
tres primeras.
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3.1.1. Caso discreto

Si una v.a. toma valores 1,2, ..., Ty, ..., (finitos o infinitos) la
regla que asocia a cada uno de ellos las probabilidades p1,p2, ..., Pn,y .- -,
respectivamente, donde p; = P(X = x;) se denomina funcion de cuantia.
Como la suma de todas las probabilidades de los sucesos elementales es
uno, se tiene que:

Una v.a. discreta queda perfectamente determinada cuando se co-
noce su funcion de cuantia, pudiéndose expresar ésta de dos formas, por
extension o a través de una funcién.

Ejemplo 5.2  Utilizando la distribucién del ejemplo 5.1, la fun-
cién de cuantia puede darse como:

x| P(X =1x)
0 02601
1 0'4998
2 02401

2
P(X =x) = < >0’49I -0'51%7
T

paraxz =0,1,2.

Otra forma de caracterizar una v.a. es a través de la llamada
Funcion de Distribucion, definida por:

Fz)=P(X <z).
La funcién de distribucion en un valor z, es la probabilidad de que X

tome valores menores o iguales a z. Es decir, es una funcién que acumula
toda la probabilidad entre menos infinito y el punto donde estd definida.
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Propiedades de la funcién de distribucién. La funcién de distri-
bucién de una variable aleatoria discreta cumple las siguientes propie-
dades (figura 5.1):

1. Estda definida en toda la recta real.
2. Es no decreciente y no negativa.
3. Toma el valor cero en menos infinito y el valor uno en mas infinito.

4. Solo tiene discontinuidades de salto -precisamente en los puntos
donde la funcién de cuantia es distinta de cero-.

Ejemplo 5.3  Algunos valores de la funcién de distribucién para
el ejemplo que se arrastra son:

F(=0'5) = P(X <-05)=0

(
F(0) = P(X =0)=072601
F(1) = P(X=0)+P(X=1)=07599
F2) = P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
=1
F(25) = 1.

Y de aqui es facil ver que:

0 si <0
02601 si 0<z<1
07599 si 1<z <2
1 si x>2.

Fx) =

Esta funcion se representa graficamente en la figu-
ra 5.1.

3.1.2. Caso continuo

Como se dijo en su presentacion, la caracteristica principal de la
variable continua es que la probabilidad de que tome un determinado
valor es cero. Sin embargo, aun siendo ello cierto, no todos los valores
tienen “la misma ocurrencia’. Se puede comprobar que hay bastantes
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F(x)
11  —
076 —

0’26 &——o0

Figura 5.1: Funcién de distribucién discreta.

individuos que tienen estatura alrededor de 160 cms, muchos menos
alrededor de 210 cms y ninguno en el entorno de los 350 cms. Lo anterior
hace que interese, no ya la probabilidad de tomar exactamente un valor,
sino la probabilidad de que la variable se encuentre en el entorno de un
punto, es decir, que tome valores dentro de un intervalo. Asi, se considera
un intervalo pequeno centrado en 160 cms. y de amplitud A, sea éste:

[160 — A/2,160 + A/2]

con lo que la probabilidad de que X tome algin valor del intervalo
sera pequeia, pero no nula. Si a continuacién se levanta sobre el intervalo
considerado un rectangulo de altura h(160), tal que su drea sea igual al
valor de la probabilidad anterior, se tiene:

Area = h(160) - A = P(160 — A/2 < X < 160+ A/2) .

De ahi que la altura del rectangulo pueda asociarse a una densidad de
probabilidad, por ser igual al cociente entre la probabilidad del intervalo
y su tamano.

Si se seleccionan ahora valores x; de la v.a. X, distantes entre
si una distancia A y se determinan las alturas h(z;) de los infinitos
intervalos asi obtenidos se obtiene un histograma y uniendo los centros
de las caras superiores de los rectangulos, el correspondiente poligono
de frecuencias (figura 5.2).
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h(z) h(z)

7
/!

X
Figura 5.2: Obtencion esquematica de la funciéon de densidad.

[

La suma de las areas de los rectangulos debe ser uno, por ser
igual a la probabilidad de que X tome cualquier valor. Si se hace que la
anchura de los rectangulos tienda a cero, el poligono de frecuencias se
transforma en una curva (figura 5.2). Dicha curva es la representacién
grafica de la funcién f, denominada funcion de densidad de la v.a. X,
obtenida como limite de los valores h:

Pla—A/2< X <az+A)2
lim h(z) = lim LEZ A2 X so+8/2)
A—0 A—0 A

= f(x) .

Si se desea calcular la probabilidad de que la variable se encuentre entre
dos valores dados, ésta es igual al drea bajo la curva f entre a y b
(figura 5.3). Es decir:

P(aSng):/bf(x)dx.

Légicamente se verifica que:

+oo
P(—oo<X<+oo):/ flz)dz=1. (5.1)

—00

Obviamente f es no negativa. Cualquier funcién no negativa que
verifique la condicién dada en (5.1) serd una funcién de densidad.
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f(x)

/ ——

a b
X
Figura 5.3: Probabilidad de que X tome valores entre a y b.

f(x)

X
Figura 5.4: Funcién de distribucién de una Varﬁble continua.

Al igual que en el caso discreto, la Funcion de Distribucion, F', de
una variable aleatoria X, se define como:

Flz) = P(X < ) :/_x Fu)du .

La funcién de distribucién en x da la probabilidad de que X tome
valores menores o iguales a x, dicho valor es el area de la superficie
rayada en la figura 5.4.

Las propiedades de la funcién de distribucion en el caso continuo
son idénticas a las del caso discreto con la tinica excepcién de que ahora
ésta no presenta discontinuidades de salto. Para ciertas variables con-
tinuas de uso frecuente, los valores de F' se encuentran tabulados, lo
cual facilita considerablemente el cdlculo de probabilidades. Para ter-
minar este epigrafe, se muestra la relacién existente entre las funciones
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definidas:

P(a<X<b):P(aSng):/bf(x)dx:F(b)F(a).

Ejemplo 5.4 Si

1l—2z si 0<zx<1
flx)=<2 k si 2<2<3

0 en caso contrario.

1. Para que f sea funcién de densidad debe verificar:
a) f() >0, Vu
“+o0o
b) / f@)ds=1.
La primera propiedad se cumple siempre que k >

0. Se cuestiona para qué valor de k se verifica la
segunda propiedad.

/:of(z)dx = /01(1—33)dl:c+/23k:dx
$2
_ (2)

+ ka3
- 1—1+3k—2k
— 5 .

0

Por tanto, para que f sea funcion de densidad,
debe verificarse que 1 — % + 3k — 2k =1 o equiva-
lentemente k = +.

2
2. La funcion de distribucion de la variable anterior
es:
» Siz < 0 entonces F(z) = P(X < z) =
[f.0dz=0.
= Si0 < < lentonces F(z) = [* _ f(z)dz =
[ 0da+ [fi-a)de=a— %,
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= Sil <z < 2 entonces F(z) = fEOOde+
fol(l —z)dz+ [{0dz = 3.
» Si2 <z < 3 entonces F(z) = ff) de—i—
Ji@—a)dz+ [fodz+ [§ Lde =251
» Siz > 3 entonces F(z) = 1.

Resumiendo:
0 si <0
2
T — % si 0<x<1
Flx)=14 3 si 1<x<2

%1 si 2<x<3

1 si r>3.
3.2. La funcidén esperanza matematica

Si X es una v.a. discreta que toma los valores z1, 9, ..., con pro-
babilidades p1, po, ..., se define la esperanza de X como:
= Z Zipi -
i>1

Si g es una funcién de la v.a. X, se define la esperanza de g(X) como:

=> g(zi)pi

i>1

Ejemplo 5.5 Para calcular el valor medio de la variable del ejem-
plo 5.1.

E[X]=0-026014+1-04998 +2-0'2401 = 098 .

La esperanza de la variable Y = X3 vale:

E[Y]=03- 02601 4 13- /4998 + 23 0/2401=2/42 .
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Si X es una v.a. continua con funcién de densidad f, se define la
esperanza de X como:

Si g(X) es una funcién de la v.a. X, se define la esperanza de g(X)

COmo:
“+o00

Elg(X)] —/ glz)f(z)dx .

—0o0
En los dos ultimos casos la definicion es valida soélo si existe la

integral. A partir de ahora, y salvo que la situacion asi lo requiera, tan
sblo se expresan los resultados para variables continuas.

Ejemplo 5.6 Para la variable del ejemplo 5.4 la esperanza vale:

ElX] = /Ol(x—x2)dx+/23§dx
G

Propiedad 5.1 Sia es una constante cualquiera, se verifica:

b2 17

, 127

+
o 4

1. ElaX] = aE[X].
2. Ela+X] = a + E[X].

Ambas propiedades son facilmente demostrables sin méas que apli-
car la definicion de esperanza.

Ejemplo 5.7 Continuando con el ejemplo 5.4:

1. Si se considera Y = 12X, entonces E[Y] = 17.

2. Si ahoraY = 5 + X, entonces E[Y] = 2.
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3.3. Caracterizacion parcial de variables aleatorias

A partir de la funcién esperanza se introducen una serie de fun-
ciones que ofrecen visiones parciales de la distribucién en estudio. Si X
es una v.a. se definen sus momentos de orden k respecto al origen y
respecto a la media, respectivamente, como:

oy, = BX"] i = E(X - B[X])"].

» La media y la varianza. Especial importancia tienen el momento
de orden 1 respecto al origen y el momento de orden 2 respecto a
la media:

a1 = E[X] = VIX] = 2 = E[(X — p)?] = 0.

El primero de ellos es la media, esperanza o valor esperado de X
y el segundo es la varianza de X, coincidiendo su raiz cuadrada
positiva con la desviacién tipica.

Igual que en estadistica descriptiva, se pueden expresar los mo-
mentos respecto a la media en funcién de los momentos respecto
al origen. En particular la varianza puede expresarse como:

VIX] = pg = 0? = E[X?] - E[X]? = g — .
Ejemplo 5.8 Dada la variable:

X[o 1 2 3
p(z) |02 02 0'3 03

Se sabe que E[X]| =02+06+0'9 =17, por
tanto la varianza vale:
VIX] = 0-0241-02+4-03+9-03
—1'7?=121.
Ejemplo 5.9 Para una v.a. cuya funcion de distribucion es:
0 si <1

Flz)=< z—1 si 1<x<2
1 si x>2.
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Su varianza viene dada por:
V[X] = E[X?] - (E[X])?

Y puesto que:

E[X? = /J:Qda::x
1 311
_ 8 1_7
3 3 3
2 m22
EX] = /:L’d{L‘_
1 2|
1
_, 18
2 2
se tiene que:
7 /3\?
Xl = ——|=
vial = ;- (3)
L7909 m-w 1
3 4 12 127

Ejercicio 5.1 Demuestre las siguientes propiedades de la
varianza:
a) V[aX] = a?V[X]
b) Vla + X] = V[X].

En este punto es interesante analizar como quedan definidos algu-
nos de los conceptos que se vieron en estadistica descriptiva:

La moda. Es el valor que mas se repite, es decir, el de mayor pro-
babilidad si la variable es discreta, o el de mayor densidad si es
continua. En el primer caso la moda es el valor z;, tal que p; es
mayor o igual que p; para todo j distinto de 7. Si la variable es
continua, la moda coincide con el valor de X que maximiza la fun-
cion de densidad, debiéndose utilizar los procedimientos analiticos
de obtencion de puntos 6ptimos. Como en el caso descriptivo, tam-
bién aqui son validas las nociones de modas multiples y, por tanto,
de modas relativas.
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Ejemplo 5.10 Para las distribuciones de los ejemplos 5.8
y 5.9 las modas obtenidas son:

a) Para la variable discreta existen dos
modas, 2y 3, pues la probabilidad, en ambos
casos, es 0’3, mayor a la de cualquier otro
valor.

b) En el caso continuo, f(x) =1 en el
intervalo [1, 2], por tanto, la moda es todo el
intervalo [1,2].

= La mediana. Es el punto central de la distribucién y coincide con
el valor de z tal que F(z) = 0'5. En el caso de variable discreta la

similitud es total con la definicién dada en descriptiva.

Ejemplo 5.11 Siguiendo con los mismos ejemplos, para el
caso discreto, trivialmente, Me = 2. Y para
el caso continuo:

Flz)=3oar-1=1s Me=3.

» Coeficientes de simetria y de curtosis. Se definen respectivamente

como: B B
3 4
1= —3; 2= "— -

Siendo la discusién sobre ambos coeficientes la misma que en el

caso descriptivo.

s Normalizacion o tipificacion. Se dice que una v.a. estd tipificada o
normalizada cuando su media vale cero y su desviacion tipica uno.
Para tipificar una variable X se le resta su media y se divide por

su desviacién tipica:

3.4. Funcidén caracteristica y generatriz de momentos

A partir de la esperanza matematica, se pueden definir dos fun-
ciones que caracterizan totalmente a la distribucion de probabilidad.
Estas funciones son la funcién caracteristica y la funcién generatriz de

momentos.
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1. Funcion caracteristica.

) +oo
ox(t) = B[] = /_ et f(x)d .

o0

2. Funcion generatriz de momentos.

“+oo
mx(t) = E[eX!] = / etf(x)dx .

o0
Ejemplo 5.12 Para la v.a. continua del ejemplo 5.9:

» La funcion caracteristica es:

2
@X(t) — E[eztz]:/ ezt:vdl,
1

2it it it
_ My,
1 1t it it

i 2
eztm

it

» La funcién generatriz de momentos es:

2
mx(t) = E[em]:/1 e qu

Esta tltima funcion ademaés de caracterizar a la distribucién, per-
mite, como su propio nombre indica, obtener ficilmente cualquier mo-
mento. Asf:
dkm X (t)

ark =0

A —

En sentido inverso, el conocimiento de los momentos permite obtener la
funcién generatriz de momentos.
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3.5. Cambio de variable

Sea X una v.a. con funcién de densidad f e Y = h(X) una funcién
de X estrictamente mondétona. Entonces, la funciéon de densidad de la
nueva variable Y viene dada por:

dz

9(y) = f(z) a7

Ejemplo 5.13 Sea X una v.a. con funcién de densidad:

2z —-1) s 1<z <2
f(a:)—{ 0 en el resto .

Dada Y = %, puesto que:

X=5y_3=9%_5
dy

la funcion de densidad de Y se obtiene como:

[ B0y—40 si f<y<1
g(y){ 0 en el resto .

3.6. Desigualdad de Tchebychev
Sea X es una v.a. y k una constante positiva, se verifica que:

1
P(,u—kagXS,u—i-ka)zl—ﬁ .
Esta expresiéon permite conocer la proporcién minima de valores de X
que distan de la media, un méximo k veces la desviacion tipica. Para k
igual a tres, por ejemplo, la desigualdad garantiza que al menos el 89 %
de la distribucion estd en el intervalo p =+ 30.

Ejemplo 5.14 Un fabricante de frigorificos utiliza una maquina
para introducir gas en dichos aparatos. La maquina
no es perfecta y por tanto no introduce cantidades
iguales en cada frigorifico, aunque se conoce que la
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cantidad media de gas que se introduce por aparato
es igual a 15 litros y que la varianza es de 4 litros?.

Si se define por X la variable aleatoria que mide
la cantidad de gas introducido en un frigorifico, se
tiene por la desigualdad de Tchebychev que

1
P(X €15 -2k, 15+2k]) >1— — .

k2
Por tanto, si se desea hallar un intervalo, centrado
en la media, en el que se encuentre el contenido
de gas de, al menos, un 90 % de los frigorificos fa-
bricados por él, sélo hay que resolver la siguiente
ecuacion;

09=1—75.

Obteniéndose que k = /10 o k = —/10, como k
tiene que ser positivo se toma k = v/10. Por tanto
el intervalo requerido es [8'67,21'32].

4. Variables multidimensionales
4.1. Distribuciones conjunta y marginales

En este epigrafe se extienden las nociones vistas para una variable
unidimensional al caso de variables n-dimensionales. En particular se
trata el estudio de variables bidimensionales, siendo generalizables los

resultados obtenidos aqui a cualquier dimensién finita.

En un principio se distingue entre variables discretas y continuas,
aunque més adelante sélo van a considerarse las continuas.

4.1.1. Variable discreta

Sea (X,Y) v.a. discreta con su correspondiente probabilidad para
cada par de valores. Se define:
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La funcion f, denominada funcién de cuantia, verifica:

L f(z,y) 20 V(z,y)

2. ZZf(x,y)zl.
Ty

Si X toma los valores x1,...,%;,, € Y los valores yi,...,yn, en-
tonces se puede expresar la funciéon de cuantia conjunta a través de la
tabla:

H X/Y ‘ 0 ‘ ‘ Yj ‘ ‘ Un H Marginal X H
) fley,y) |- | flenyy) |- f(e,um) fi(z1)

v @) | T | e | hiw)

T [ [T s | Fm) | Filw)
HMarginalY\ fa(yr) “ fz(yj) “ f2(yn) H 1 H

Donde en los margenes derecho e inferior se han obtenido las distribu-
ciones marginales de X e Y respectivamente. Asi, la probabilidad de que
X tome un valor genérico x; es:

=Y P(X =z,Y =y;) = flaiy;) = fi(z) .
j=1 J=1

De igual forma se hace para Y. Siendo f1 y fo las funciones de cuantia
marginales de X e Y respectivamente. La funcién de distribucién viene
dada por:

F(m,y):P(XSx,ng):ZZf(u,v).

u<lz vy
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4.1.2. Variable continua

Sea (X,Y) una v.a. continua, se dice que f es su funcién de den-
sidad conjunta si

P(X <z, Y <y = /x /y flu,v)dvdu .

La funcién f debe verificar:

L flz,y) =20 V(z,y)

+oo +oo
2. / / flu,v)dvdu=1.

z = f(x,y) representa una superficie de densidad, de tal forma que el
area encerrada entre la superficie z y el plano XY vale la unidad.

La probabilidad de que la v.a. tome valores dentro del rectdangulo
(a,b) x (c,d) viene dada por:

P(angb,chgd)z//f(rv,y)dydw-

Si A representa cualquier suceso y R4 la regién del plano XY que
se corresponde con A, se define su probabilidad como:

PA)= [ f(z,y)dzdy.
Ra

La funcién de distribucion conjunta viene dada por:

Fla,y) = P(-o0<X <a,~00<Y <y)

:/ / flu,v)dvdu .

La relacién entre F'y f es:
O*F
0xdy

:f(x,y) :
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Las funciones de distribuciéon marginales son:

Fi(x) = P(Xél’):/_a;o/_;mf(u,v)dvdu
B(y) = P(Yﬁy)Z/_:o/iof(u,v)dvdu.

Derivando se obtienen las correspondientes funciones de densidad mar-

T +oo
filz) = o ):/ f(z,v)dv

ginales:

oz e
+o0o
) = 22— [

Ejemplo 5.15 Sea (X,Y) una v.a. bidimensional cuya funcién de
densidad conjunta es:

R A+1) s 0<a<l, —l<y<]1
flz,y) = { 0 en caso contrario.

Para calcular k, de tal forma que f(x,y) sea fun-
cion de densidad, se procede de la siguiente forma:

1. f(z,y) >0 siy sélosik > 0.

2. Como fj;ofj;of(:v,y)dxdy: 1

FEntonces:

1 = // —+1)dydx
xy !
k/o (4“’)

Por lo tanto k = % y la funcién de densidad con-
junta viene dada por:

dz = k2z|) = 2k .

-1

Ty—+2 . -
flay) =1 1 si 0<ac<1,. l<y<1
0 en caso contrario.
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Se calcula ahora la funcion de distribucion:

F(:Cay) =

uv

P(ng,YSy)z/ / ha dvdu
0o Jo1 4

T w4+ 4v Y
/ (AT
2y )8 @
u —1 uw(y+1
S 0
22 1) | a(ytl)
= Z{G +xy2 .

Para valores de (x,y) dentro del campo de defini-

cion.

Las funciones de distribuciéon marginales quedan:

Fl(l’)

P(X <x) :/;/—:of(u,v)dvdu

x 1
2
// uv + dvdu
0o Jo1 4 .
w? + 4v

L

du=uli_==z.

v=—1

Para valores de X dentro de su campo de defini-

cion.

Fy(y)

+oo  ry
rvzy=[ [ swava
1y 2—00 —00
// uv + dvdu
0o Jo1 4

/1 wv? + 4o |?
0 8

== u
1}:—11
_ w1 u(ytl)
- 16 2 |0
_ y2—1 + y+l _ y2+8y+7
16 2 16

Para valores de Y dentro de su campo de defini-

cion.
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Resumiendo se tiene:

F(I‘,y):
0 si r<06y<—1
DO G g<p<l, 1<y <1
= Fi(x) si 0<z<l1,y>1
Fy(y) sio x>1,-1<y<1
1 si o x>1,y>1.

Por ultimo, se pueden obtener las funciones de den-
sidad marginales:

1. A partir de la funcién de densidad conjunta:

+oo
filz) = / f(@y) dy

—00
1 2 1
zy 1 zy® + 4y
154+2My s |,

Para valores de X dentro de su campo de defini-
cién.

pw = [ eyae

—00

P e

B /l(xy 1 x2y+4x1 y+4
0

Para valores de Y dentro de su campo de defini-
cion.

2. O bien, derivando parcialmente las funciones de
distribucién marginales:

8F1 (:E) 8F2(y)

5o =N, T3P = R
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4.2. Distribuciones condicionadas. Independencia

Este epigrafe se limita a analizar los resultados para una v.a. conti-
nua. Los correspondientes a v.a. discreta se obtienen de forma inmediata
intercambiando los conceptos con sus homélogos. Se define la funcién de
densidad condicionada de X para un valor dado de Y como:

flafy) = 120

siempre que f2(y) sea distinto de cero. De la forma definida, el lector
puede comprobar que efectivamente se trata de una funcién de densidad.
Su correspondiente funcién de distribucién tiene la forma

[ f@y)da
f2(y)

De igual manera se obtienen las condicionadas de Y con respecto a X.

Fx/y) =

De las relaciones siguientes (todas ellas inmediatas):

flxy) = fly/=)fi(x)
fly/z)

fafy) = L)
“+oo
fly) = / /) fi(e)dz

se puede deducir que:

fly/z) f1(z)
J7Z fy/2) fi(x) d

que es la expresion del Teorema de Bayes para funciones de densidad.

f(x/y) =

Ejemplo 5.16 Continuando con el ejemplo anterior se calcula

f(x/y).
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Independencia. Se dice que las variables X e Y son independientes,
si las distribuciones condicionadas coinciden con las marginales, es decir:

flz/y) = fi(z) <= f(y/z) = fa(y) .

Tgual que siempre la condicién de independencia se establece en
un doble sentido. El que las variables sean independientes implica que el
conocimiento de que una variable toma un determinado valor o esté con-
tenida en un rango de valores no da ninguna informacién sobre los valores
de la otra variable.

De la definicién de condicionada puede deducirse que dos variables
X e Y son independientes si y sélo si:

f(x,y) = fi(x) fa(y) -

Esta definicién de independencia se puede extender a cualquier conjunto
finito de variables, y asi, las variables X1, Xo, ..., X, son independientes
si se verifica:

f(a:l, Ly e v ,.%'n) = fl(l‘l)fg(fvg) e fn(xn) .

La independencia conjunta implica la de cualquier subconjunto
de variables; en contra de lo que pasaba en la relacién entre sucesos,
donde para que se diera la independencia conjunta era necesario exigir
la independencia para cualquier combinacién de sucesos.

Ejemplo 5.17 Para comprobar si las variables X, Y del ejem-
plo 5.15 son independientes se puede utilizar

= ]a definicién:

1
7_1_7
flzly) = f(:!:,y): 431/+42
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= Ja caracterizacion:

fley) = TE2 2 1) faly)

_ y+4
= 1 e

y+4
8 .

Por lo tanto X e Y no son independientes.

4.3. Esperanza. Covarianza y correlacién

Sea ¢(X,Y) una funcién de la v.a. (X,Y") de funcién de densidad
f vy funcién de distribucién F'. Se define la esperanza matemética de
9(X,Y) como:

+oo
Elg(X,Y)] = / gz, y)d F(z,y)

_ /_im/_jgu,y)f(x,y)dxdy,

siempre que dicha integral exista. Especial importancia tienen los casos
en que g toma las formas:

» g(X,Y) = X"Y" donde la esperanza recibe el nombre de momento
de orden (h, k) respecto al origen. Se denota apy.

= g(X,Y) = (X —a10)"(Y — ag)F en cuyo caso se tiene el momento
de orden (h, k) respecto a la media y que se identifica por pipg.

Ejercicio 5.2 Compruebe que:
a) Oqo:E[X]; a01:E[Y]
b) p110 = po1 =0
€) p120 = 0%;  Ho2 = 0.

Ademds py; = oxy es la covarianza de (X,Y), definiéndose el
coeficiente de correlacion lineal como:

oXYy
OxX0y .

PXY =
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La definicién de esperanza se puede generalizar al caso de un ntime-
ro finito de variables, siendo su expresion:

Elg(X1, Xa, ..., Xn)] =
“+o0 —+o00
/ / g(x1, 20, ... xn) f(x1, 29, ... xpn)dzr1d X2 .. . d Ty

Como siempre, si existe dicha integral.

Propiedad 5.2
1. BIX14+ Xo+ ...+ X)) = E[X1]| + E[X2] + ... + E[X,].
2. Si las variables X1 ... X, son independientes, entonces:

E[X1X5...X,] = E[X1)E[X3]... E[X,] .

3. Si dos wvariables son independientes, su covarianza es nula. El
reciproco no es cierto en general.

SiZ=aX +byT=cY +d, setiene que o717 = acoxy .
lpxv| < 1.

SiY =aX + b entonces |pxy| =1, siendo su signo igual al de a.

XS T

St Z=X=1Y, entonces 0'% = ag( + 052, + 20xy.

Se llama vector de medias de la v.a. X = (X1, Xo,... X,,) al vector
cuyas componentes son las esperanzas de cada una de las X;, que se
representan por i = E[X].

Se llama matriz de varianzas y covarianzas de la v.a. X a la matriz
cuadrada de orden n dada por:

Sx = B(X - m)"(X — ).

Dicha matriz contiene en la diagonal a las varianzas de las variables
y en el resto a las covarianzas entre ellas. La matriz de varianzas y
covarianzas es, por tanto, simétrica y ademéds semidefinida positiva; y es
definida positiva, si ninguna de las variables es combinacién lineal del
resto.
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Ejemplo 5.18 Las medias g y a1 (momentos de orden 1 respec-

to del origen) de la variable aleatoria bidimensional
del ejemplo 5.15 se obtienen como:

ag = EX]=1% [y [ (%Jra:)dydx
(5 )| s

=

2 J0 4

_ o1t

= 59”}0—5 - ,

o = EY]=3 i /1 (F +v)avaz

11 3 2\ 1

= 3 (£ +%)] a0

_ 12?1
260 12

De la misma forma los momentos de orden 2 vienen
dados por:

agp = E[X?| =1  ap=E[Y?=1
De donde:

p2o = ?[(XI' - 04110)2] = ag — afy
= 3747 12 ) )
poz = ElY —an)’] = an — ag
- 1 _ 1 _ 47
= 37 144 T 144
Para calcular la covarianza se necesita previamen-
te:
o1 = -
2,2
x
— E[XY]= ;/ / (2y+xy> dyde
0o J-1
1r7,.2,3 271 371
x4y Ty 1 x 1
-4 [6+2} dr=53] =1
0 1 0
Y por tanto:
w1 = E[XY] — E[X]E[Y]

Cov(X,Y) = o,
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De donde el coeficiente de correlacion es:

1
pxy = 22¥ — 2 = 0/0842 .

Ox0y 1 /47
12\ 144

4.4. Cambio de variables

Sea (X,Y’) una v.a. con funcién de densidad f. Sean Z = ¢1(X,Y")
y T = g2(X,Y) transformaciones continuas y biunivocas definidas por
dos funciones g1 y g2 que admiten derivadas parciales continuas. Enton-
ces la funcién de densidad de la nueva variable (Z,T') existe en todos
aquellos puntos donde el determinante

0 0.
- - t t

sea distinto de cero. Siendo dicha funcion igual a:
9(z,t) = f(hi(z,t), ha(2, 1)) 1] .

Donde hy y hs son las funciones inversas de g1 y go, y J1 = ey

O(z,t) *

—

Es inmediata la generalizacién al caso de n variables.
Ejemplo 5.19 En el ejemplo 5.15 se considera la transformacion:

Z=X-Y
T=X+2Y

Para obtener la funcion de densidad de la nueva
variable (Z,T) se calcula en primer lugar:
-1

‘ =241=3+#0.

1
J_‘l 2

Por lo tanto la funcién de densidad g(z,t) existe
para cualquier punto. A continuacion se despeja
(X,Y) en funcién de (Z,T) y se calcula J;.

X — 225+7‘ 1
_1-Z Jl:‘ :ﬁ
Y——3 3

WI—=WIN
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Por tanto:
224t iz 2211) (t—
glzt) = 5.3 =Gepeea)

resultando:

0<22+t<3, ¥y

224+ t)(t — z )
0 en caso contrario.
5. Ejercicios

5.1. Ejercicio resuelto

5.1 La funcién de distribucién asociada a la produccién de una
maquina, en miles de unidades, es del tipo:

0 si z<0
Flz)=<¢ z(2—2) si 0<z<k
1 si x> k.

a) Determine k para que F' sea funcién de distribucion.

b) Calcule la funcién de densidad de la variable produccién.

c) Obtenga media, moda, mediana y varianza de la produc-
cién.

d) ; Cuél es la probabilidad de que la produccién sea inferior
a 500 unidades? ;Y la de que sea superior a 250 unidades?

e) Si el beneficio de la maquina viene dado, en funcién de
la produccién, por B = 6X — 3, calcule la funcién de densidad y de
distribucion del beneficio.

Solucién:

a) Para calcular k& hay que utilizar las propiedades que se
conocen de la funcion de distribucion. Se sabe que la funcién de distri-
bucién cuando se trata de una v. a. continua es continua en todo R. Por
tanto:

1 = lim F(z)= lim F
A ) = T P
= lim z(2—2)=k(2—-k)

r—k—
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= kK -2k+1=0

24+ A4
=t

k= 1.

En consecuencia k = 1.
b) Para calcular la funcién de densidad a través de la fun-
cion de distribucion basta con derivar F':

2—-2zx si0<zx<1
flz) = { 0 en el resto.

c) Por definicién se tiene que:

Bl = [ ai@as

Para calcular la moda hay que ver el valor que hace maxima la
funcién de densidad. Derivando se obtiene, f’(x) = —2. La derivada de
la funcién de densidad es negativa, por lo que se trata de una funcién
decreciente y toma el valor maximo en el extremo inferior del intervalo
[0, 1]. La moda es por tanto z = 0.

La mediana de una distribucién es aquel valor que deja el 50 % de
la distribucion a la derecha y el otro 50 % a la izquierda. Expresado en

términos de la funcion de distribucion el valor mediana, Me, verifica,
_ 1
F(Me) = 3.

1
2M6—M62:§ = 4Me—2Me* =1

4+/16—-8 2+42
4 2

De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que uno, pues para
ese valor la funcién de distribucion vale 1. Por lo tanto:
V2

Me=1—- —.
2

OMe? —4Me+1=0 = Me=
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La varianza se puede calcular como:

E[X?] = /+Oox2f(x)dx

Y por tanto:
1 1 1
Xzf—fz—
Vix] 6 9 18
d)
P(X <05) = /
:/ (2—2x)dx
= 2x—a:) =075 .

De la misma forma se obtiene P(X > 0'25), sabiendo que:
P(X>a) = 1—-P(X <a)

0'25
P(X >025) = 1—P(X§0’25):1—/ (2—22)dx
0

— 11— (20 —a?) 0% = 05625 .

e) Para calcular la funcién de densidad de B = 6X — 3, se
aplica la féormula del cambio de variable:

dz

b) = —

ot) = f)|5
b = 61’—3:>J}:b+73

o - ()



176  Capitulo 5. Variable aleatoria

Se calcula el dominio de definicién de esta nueva funcion de den-
sidad.

Sib=6xr—3y0<z<1= —3<b<3, entonces

3—b :
_ 18 si —3 S b S 3
9(b) { 0 en el resto.

La funcion de distribucién viene dada por:

b
F@) = / g(zr)dz

— 00

b3z
N /_3 s 47

T .’I,'2 b
- (5%

cuando b € (—3,3), por lo que:

6b — b + 27
4 36

0 si b< —3

F(b)=¢ =042  _3<p<3
1 si b>3.

5.2. Ejercicios propuestos

5.1. Una v.a. tiene como funcién de densidad:

% si O<zxz<l1
r s 2<zxz<4
0 en el resto.

I

fz) =

a) Encuentre k para que f sea funcién de densidad.
b) Calcule la funcién de distribucién.
c) Obtenga la media, moda y mediana de la variable X.
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5.2. Una v.a. toma los valores —2,—1,0,1,2. Se sabe que cada
valor tiene la misma probabilidad que su opuesto, que P(X = 0) = 0’2
y que la probabilidad del valor 1 es el doble que la del 2.

Calcule:
a) La funcién de cuantia y la funcién de distribucion.
b) P(-1< X <1),P(-1<X<1), P(X >2).
c) La funcién de cuantia de la variable Y = 2X?2.
d) El valor esperado de la variable Y2

5.3. Debido al aniversario de un centro comercial se regala por
cada 30€ de compra una llave para abrir un cofre de los 50 que hay.
Entre ellos hay 2 que contienen premio, uno de 600€. y otro de 400€.
,Cual es la ganancia esperada para una persona que tiene dos llaves?

5.4. Observando una determinada v.a. de un experimento se
obtiene que su funcién de densidad viene dada por:

]_ .
s+ si O<z<a
_J 3 =
f(z) { 0 en el resto.

a) Encuentre a para que f sea funcién de densidad.

b) Obtenga su funcién de distribucién.

¢) Calcule su media, moda y mediana.

d) Calcule P(X < 3), P(0 < X <0'5), P(X < -0'5)

e) En un experimento posterior se comprob6 que una nueva
variable venia dada en funcién de ésta por: Y = Ln X. Calcule su funcién
de densidad.

5.5. ;Existe algin valor de k para el cual la funcion:

[ EQ—-2) si —1<x<2
fx) = { 0 en el resto,

sea funcion de densidad? En caso afirmativo calcule su funcion de dis-
tribucién.
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5.6. El tiempo de vida, en meses, de determinados insectos viene
dado por una v.a. cuya funcién de distribucion es:

0 si x<0
F@)_{}q1—e4ﬂ si 2>0.

Calcule:
a) El valor de K para que F' sea funcién de distribucién.
b) Su funcién de densidad.
c) La probabilidad de que un insecto viva méas de dos meses.
d) La probabilidad de que un insecto que ha vivido 4 meses
viva un mes mas.

5.7. Sea X una v.a. continua cuya funcién de densidad es:

(x+1)2 si —-2<2<0
f(z) = kx si 1<ax<2
0 en el resto.

a) Encuentre k para que f sea funcién de densidad.
b) Calcule la funcién de distribucién.

¢) Calcule P(0 < X <1'25) y P(X > —1).

d) Calcule el valor medio de la variable y su varianza.
e) Si Y =2X? — 2, calcule el valor medio de Y.

5.8. Se posee una moneda trucada de tal forma que la probabi-
lidad de sacar cara es el triple que la de sacar cruz. Se lanza esta moneda
tres veces y se cuenta el niimero de veces que ha salido cara.

Calcule:
a) La funcién de cuantia y la funcién de distribucién de la
variable definida.
b) El valor esperado y la varianza.
c) La probabilidad de que el nimero de caras sea mayor o
igual a dos.
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5.9. La longitud de ciertos caracoles marinos, en centimetros, se
distribuye segtn la funcién de densidad:

k(x —3)(T—xz) si z€(3,7)
@)= { 0 en el resto.

a) Determine k para que f sea funcién de densidad.

b) Calcule su funcién de distribucién.

c¢) Para un estudio interesan aquellos caracoles marinos cu-
ya longitud esté comprendida entre 3’5 y 6 centimetros ;Qué porcentaje
de caracoles hay para ese estudio?

5.10. De una v.a. discreta se sabe que los valores que toma son:
-3,-2,0, 2, 3, que P(X =0) =05, P(X = 3) = 0125, que el valor
esperado de la variable es 0 y la varianza 3'25.

Calcule la funcién de cuantia de Y = X?2.

5.11. Se sabe que la funcion de distribucién de una variable alea-
toria es

0 si <0
015 si 0<z<1
Flz)=<¢ 06 si 1<z<a
0’75 si 25 <z <3
1 si 3<«x.
Calcule:
a) La funcién de cuantia.
b) La esperanza, la mediana y la moda de la variable alea-
toria.

c) P(—1'5 < X < 3'5).

5.12. Se considera la siguiente funcién:

kx? siz=1,2,3.
)= {

0 en el resto.

a) Calcule k para que f sea funcién de cuantia de una
variable aleatoria X.
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b) Calcule la funcién de distribucién de X.

c¢) Calcule media, moda, mediana y varianza.

d) P(0'5 < X < 2'5).

e) Sea Y = Ln(X + 1), calcule la funcién de cuantia de Y.

5.13. Se considera un experimento aleatorio con un dado y con
una moneda, de forma que se lanza el dado y a continuacion la moneda.
Si la moneda sale cara, el resultado del experimento es la puntuacién
obtenida al lanzar el dado y si sale cruz el resultado es la puntuacion del
dado mas uno. Calcule la funcién de cuantia de este experimento.

5.14. Se lanza cuatro veces una moneda y se cuenta el nimero
de caras que se han obtenido. Calcule la funcién de cuantia de este
experimento.

5.15. Se lanza una moneda hasta la primera vez que sale cara.
Calcule la funcion de cuantia de este experimento.

5.16. Se considera la funcién:

flz) =

+ siz=1,2,...,N
0 en el resto.

a) Pruebe que la funcién f es una funcién de cuantia de
una variable aleatoria X.

b) Calcule su funcién de distribucién.

c) Obtenga la media y la varianza.

5.17. Se considera la funcién:

ke?*=1 six=0,1,2
flz) = { 0 en el resto.

a) Calcule k para que sea funcién de cuantia.
b) Calcule la funcién de distribucién correspondiente.
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5.18. Sea f definida por

(x4+1)2 si 0<2<025
ke?® si 075<z<1

S sio1<x<?2

0 en el resto.

a) Calcule k para que sea funcién de densidad.

b) Calcule la funcién de distribucién correspondiente.
c¢) Calcule la mediana de la distribucién.

d) Sea Y = 2X + 1, calcule E[Y].

5.19. Sea f definida por:

% si 0<z<1
k(3z2 +4x) si 1<wx<?2
flz)= 2 .
7L si 2<x<3
0 en el resto.

a) Calcule k para que f sea funcién de densidad.
b) Calcule su funcién de distribucién.
c) Sea Y = Ln(2X), calcule la funcién de densidad de Y.

5.20. Sea f definida por:

1—x si 0<z<a
f(x)_{:n—l si a<x<2.

Calcule a para que f sea funcién de densidad.

5.21. Sea F' la funcién definida por

0 si <0
_ 22 ;
Fz) = T 2 si 0<x<1
k(5 —x+1) si 1<z<a
1 si r>a.

a) Calcule a y k para que F' sea la funcién de distribucién
de X.
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b) Calcule la funcién de densidad de X.
c¢) Calcule la mediana de la distribucién.
d) Calcule la distribucién de Y = eX.

5.22. Sea F' una funcién de distribucién dada por

0 si <0

ka2 si 0<x<1
F@) =9 haz—22-92) s 1<z<2

b si x>2.

a) Calcule k y b para que F sea funcién de distribucién de
una variable aleatoria continua.

b) Calcule E[X] y V[X].
c) Obtenga P(2 < X < 2).

5.23. Se considera (X,Y) la v.a. bidimensional con

[ kz—y) si 2<2<4,0<y<1
f(z,y) _{ 0 en el resto.

a) Determine k para que f sea funcién de densidad.

b) Calcule su funcién de distribucién.

c) Obtenga las distribuciones marginales y condicionadas.
d) Calcule P(X < 3,Y >0'5), F(2,0) y F(1,025).

5.24. Sea f la funcién definida por:

f(w,y)={

1 sio<x<1,0<y<1
0 en el resto.

Demuestre que es una funcién de densidad.

5.25. De las siguientes funciones, calcule el valor de k para que
sean funciones de densidad de una variable aleatoria bidimensional.

a)

kx? si0<zx<1l,y<cz
flz,y) = { 0 en el resto.
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b)

[ k@Rr+y) si0<z<1,y<a?
f(z,y) _{ 0 en el resto.

c)

kosi0<z<1, |yl <a?
0 en el resto.

fla,y) = {
d)

k(z?+1?) si0<2<1,0<y<1
0 en el resto.

f(x,y)Z{

o kxy si0<2<1,0<y<1
f(z,y) _{ 0 en el resto.

Calcule

a) El valor de k para que la funcién f sea funcién de den-
sidad.

b) La funcién de distribucién correspondiente.

c) Las distribuciones marginales.

d) P(0'5 < X <0'75,0 <Y < 0'25).

e) La distribucién de X + Y.

5.27. Sea

kosi 0<2x<1,0<y<2

fan={ s

en el resto.

a) Calcule k para que f sea funcién de densidad.

b) Obtenga la funcién de densidad de la variable bidimen-
sional (U,V),donde U=X+Y yV =X -Y.

c) Calcule las marginales de (X,Y).

d) Determine las condicionadas de (U, V).
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Capitulo 6

Algunos modelos probabilisticos

La identificacién del patron probabilistico por el cual se rige un
determinado experimento aleatorio facilita enormemente su estudio. En
efecto, cuando se desea estudiar una determinada situacion real, el reco-
nocimiento de un modelo probabilistico en dicha situaciéon supone una
abstraccién matematica que permite el uso tanto de herramientas ma-
tematicas como estadisticas para obtener su completa caracterizacién.

De esta forma, a lo largo de este capitulo se realizard un estudio
pormenorizado de los modelos probabilisticos mas importantes, de for-
ma que permitan identificarse cuando se presenten en un determinado
experimento aleatorio. Se comienza estudiando modelos discretos y con-
tinuos en el caso unidimensional para posteriormente pasar a estudiar
algunos modelos en el caso bidimensional.

1. Distribucion uniforme discreta
El primer modelo probabilistico que se estudia es el uniforme dis-
creto, que consiste en distribuir a partes iguales la masa de probabilidad

entre un numero finito de valores.

Sea X una variable aleatoria uniforme discreta, que toma los va-
lores z1,...,z,. La funcién de cuantia viene dada por la siguiente ex-
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presion
1
PX=x)=—- i=1,...,n.
n
Suponiendo que 1 < 9 < ... < x,, su funcién de distribucién viene
dada por
six < xy

siz) <x <22

sixo <x <3

L1 siz, <=z

1 ¢ 1

Por otro lado, se tiene que E[X]| = — E z; y que, B[X?] = = E z?
n n

i—1 i=1

El ejemplo cldsico de una uniforme discreta es el experimento de
observar los resultados posibles al lanzar un dado “honesto”.

2. Experimento de Bernouilli

La realizacién de pruebas repetidas e independientes constituyen
un experimento de Bernouilli cuando cada una de ellas tiene dos posibles
resultados E y F', con probabilidades de ocurrencia, invariantes a lo largo
de todo el proceso, p y q, respectivamente. Obviamente se verifica que
tanto p como ¢ son estrictamente mayores que cero y ademas p + q = 1.
Los dos posibles resultados suelen identificarse a menudo como ézito y
fracaso, y la v.a. que se asocia al experimento toma los valores 1 para el
éxito y 0 para el fracaso.

2.1. Distribucién binomial

La distribucién de probabilidad por la cual se rige el ntimero de
éxitos al realizar n pruebas Bernouilli independientes y con probabilida-
des de éxito iguales, se le denomina distribucién binomial.

Ejemplo 6.1 EIl nimero de caras en 15 lanzamientos de una mo-
neda sigue una distribucion binomial.
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Se consideran n variables aleatorias Bernouilli independientes, X;
coni=1,...,n, tal que, X; = 1 si en el experimento Bernouilli se ha
obtenido éxito y X; = 0 en caso contrario. Obsérvese que si se define
X =37, X;, se estd contando el nimero de éxitos en n experimentos
Bernouilli independientes. Por tanto, una v.a. con distribuciéon binomial
puede expresarse como suma de variables aleatorias independientes Ber-
nouilli.

Para calcular la distribucion de probabilidad de la variable bino-
mial, se considera la ejecucién n veces del experimento Bernouilli en el
que han aparecido k éxitos y n — k fracasos, —por ejemplo en la secuen-
cia FE...EFF ... F-, la probabilidad de este suceso viene dada por
pFq"F. Sin embargo, no es esa la tnica forma de obtener k éxitos, pues
hay que considerar todas las ordenaciones de los elementos E y F', lo
que da un total de:

! n
prn—k _ n. _ _
" kEl(n —k)! (k)

La probabilidad de obtener k éxitos en n pruebas es, por tanto:

P(X =k)= (Z)pkq"_k k=0,1,2,...,n.

Observe que se trata de una verdadera distribucion de probabilidad,

pues:
— (n k, n—k
Z(k)p = (o =1"=1
k=0

De hecho, esta expresion justifica el nombre de la distribucién, pues lo
anterior no es sino el desarrollo del binomio (p + ¢)". A la distribucién
se le suele notar por B(n,p), es decir por su letra o letras iniciales y los
parametros que la caracterizan. De igual forma se procede en el resto de
los casos. Es facil comprobar que:

E[X]=np, V[X]=npg, Mx(t)= (pe'+q)".

Para el caso particular de que n sea igual a 1 se obtiene la distribucion
de Bernouilli, B(p).
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Propiedad 6.1 S5i Xy,..., Xy son variables aleatorias independientes
k k

tal que X; ~ B(n;,p) coni=1,...,k, se tiene que ZXi ~ B(Z N, D).

i=1 i=1

Ejemplo 6.2 De una poblacién de animales, se sabe que el 60 %
son machos. Si se extrae un conjunto de 10 anima-
les, jcual es la probabilidad de que en ese conjunto
haya 7 hembras?

Sea X = “Niumero de hembras en un conjunto de
10 animales”, se ve claramente que X ~ B(10,04)
(figura 6.1).

La probabilidad de que haya 7 hembras es:

1
P(X=17)= ( 70) 0'470'6% = 0'04.
A
0.3f
0.2

Tl

012345678910
Figura 6.1: Binomial B(10,0'4)

2.2. Distribucion geométrica

Una variable aleatoria X definida como el nimero de fracasos an-
tes de obtener el primer éxito en sucesivas realizaciones de experimen-
tos Bernouilli independientes y con idénticas probabilidades de éxito,
se dird que sigue una distribucién geométrica. Dicha variable toma los
valores k = 0,1,2,..., con probabilidad:

P(X = k) = pg".
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Sus caracteristicas son:

p

BIX) = VIX]= 5 Mx(t) = o

Propiedad 6.2 Sea X ~ Ge(p), para cualesquiera n y m se verifica
que
P(X >m+n/X >m)=P(X >n).

Reciprocamente, si X es una variable aleatoria que toma valores
no negativos y se cumple que

P(X>m+n/X >m)=P(X >n)

para todo m y n, entonces se tiene que X se distribuye segun una dis-
tribucion geométrica.

FEsta propiedad se conoce como de pérdida de memoria.

Ejemplo 6.3 Para la misma poblacion del ejemplo 6.2, se extraen
animales hasta obtener la primera hembra, jcual es
la probabilidad de extraer 5 machos antes que la
primera hembra?

Si se considera como éxito extraer una hembra y
se define la variable X como: “Niumero de machos
antes de obtener la primera hembra”, se tiene una
distribucién geométrica, es decir, X ~ Ge(0'4).

La probabilidad que se pide es:

P(X =5)=06°-04=036.

2.3. Distribucion binomial negativa

Una v.a. X definida como el niimero de fracasos antes del r-ésimo
éxito en sucesivas realizaciones de un experimento Bernouilli indepen-
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dientes con igual probabilidad, se dira que sigue una distribucién bino-
mial negativa. La distribuciéon geométrica es un caso particular de bino-
mial negativa cuando r = 1. La v.a. X toma los valores £k = 0,1,2,...,

con probabilidad:
kE+r—1\ ,
P(XZkf)=< L >qu-

Sus principales rasgos son:

rq rq
EFX]|=—, V[X|=-—=.
[X] ) [X] e
Propiedad 6.3 Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas segun una distribucion geomélrica de pard-
T

metro p. Se tiene que ZXi sigue una distribucion binomial negativa
i=1
de parametros r y p.

Propiedad 6.4 Sean Xi,..., X variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas segun una binomial negativa de pardmetros r;
k

ypconi=1,..., k. Se tiene que Z X, sigue una distribucion binomial

i=1
k

negativa de pardmetros r y p, siendo r = g ;.
=1

Ejemplo 6.4  Siguiendo con la poblacion del ejemplo 6.2, ;cual
es la probabilidad de extraer 5 hembras antes del
tercer macho?

En este caso, el éxito se define como “extraer un
macho”, por lo que p = P(éxito) = 0'6 y X =“Nu-
mero de hembras antes de obtener el tercer macho”.
Entonces X ~ BN (3,0'6).

La probabilidad pedida es:

P(X = 5) = <5+3—1

. >0’63 -0'4° = 0'18.
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3. Distribucion hipergeométrica

Dada una urna compuesta por N7 bolas blancas y Na negras, de la
que se extraen n bolas sin reemplazamiento, jcual es la probabilidad de
que haya r bolas blancas y n—r bolas negras entre las n bolas extraidas?

Utilizando ntimeros combinatorios, esta probabilidad vale:

N1\ [ N

( T‘l) (’I’Lf?")

(N1+N2) :

n

En esta situacion, la distribucion de la v.a. definida como nimero de
bolas blancas () en una extraccién de n bolas de una urna se le de-
nomina distribucién hipergeométrica. Dicha variable toma los valores
r=0,1,...,min{n, N1} con probabilidad:

N1y No
pix - G6%)

(N1+N2) '
n
Sus principales caracteristicas son:
an N1—|-N2—n NlNQ
EX]=———, (X]=n — 5-
Ny + N Ny + Ny —1) (N1 + Ny)

Se hace notar que la diferencia que existe entre un experimento
con distribucién binomial y uno con distribucién hipergeométrica radica,
en que en la primera, la extraccién de las bolas se producen con reem-
plazamiento y en la segunda, sin reemplazamiento. Por ello, cuando N;
y Ny tiende a infinito y NIJY:NQ converge a un valor p, la distribucion
hipergeométrica se aproxima a una distribucién binomial B(n,p), con
p= ﬁ; ya que en este caso la probabilidad de extraer una bola con

o sin reemplazamiento es practicamente la misma.

Ejemplo 6.5 De una urna que contiene seis bolas negras y nue-
ve bolas rojas se extraen cinco bolas, jcual es la
probabilidad de obtener tres bolas rojas?

Sea X = “Numero de bolas rojas al extraer cinco
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bolas de la urna”. La probabilidad pedida es:

pix—g— D0

(5)

Ejemplo 6.6 Siel experimento del ejemplo anterior se repite tres
veces, reintegrando las bolas extraidas y anadiendo
el mismo numero de bolas negras y rojas obtenidas,
;cual es la probabilidad de obtener una secuencia
de una, dos y tres bolas rojas?

= 0'4196.

Sea X; = “Numero de bolas rojas extraidas en la
extraccion i-ésima”. La probabilidad pedida es:

P(X;=1) - P(Xs =2/X; = 1)-
P(X3=3/(X1=1,X,=2)) =

CB)E)
> = 0/0051.

4. Proceso de Poisson

Se considera una determinada eventualidad que se produce en un
soporte continuo (tiempo, linea, drea, espacio,...), de forma inde-
pendiente y con una cierta estabilidad para una unidad de soporte
prefijada. Como ejemplos se pueden considerar el niimero de coches que
pasan por un semaforo en un periodo de tiempo, el nimero de defectos
por metro cuadrado de una pieza de tela, el ntimero de hormigas de
una cierta especie en un metro cubico de tierra, etc. Las tres condicio-
nes en negrita caracterizan al denominado proceso de Poisson, y su v.a.
esta definida por el niimero de eventos que se producen en una regiéon
de tamano fijo.

4.1. Distribucién de Poisson
La distribucion de Poisson se obtiene como limite de la binomial

cuando el nimero de veces que se realiza el experimento, n, tiende a
infinito, la probabilidad de éxito, p, tiende a cero y el nimero medio de
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éxitos, np, se estabiliza alrededor de un nimero, A\, que sera la media y
el valor que caracterizara a la distribucién. Calculando dicho limite se
obtiene:
Ak
P(X =k)= He_)‘ k=0,1,2,...

La distribucién, que se denota P(\), aparece, histéricamente, al
considerar el nimero de llamadas telefénicas realizadas por unidad de
tiempo a un mismo teléfono, siendo A el nimero medio de llamadas.
Ademds, se puede observar que en la distribucién Poisson la mayor parte
de la masa de probabilidad queda repartida entre un ntmero relativa-
mente pequeno de valores, siendo posible que tome otros valores pero con
una probabilidad bastante pequena. Por ello, a la distribucién Poisson
se le llama distribucion de los sucesos raros.

Sus principales caracteristicas son:
E[X]=X\  V[X]=A\  Mx(t)=e =),
Todo lo anterior esta referido a una unidad de soporte de tamano 1, si se

quiere generalizar a cualquier region de tamaifio ¢ la funciéon de cuantia
es:

e (AF
P(X =Fk)=e M 0
Ejemplo 6.7 El nimero medio de vehiculos por minuto que lle-
gan a una gasolinera es igual a 2. ;Cual es la proba-
bilidad de que en un minuto lleguen 5 vehiculos?,
.y la de que en 5 minutos no llegue ninguno?

Se trata de una distribucién de Poisson, para la que
se conoce el nimero medio, que es igual al pardme-
tro A, por lo tanto X ~ P(2) (figura 6.2). La pri-
mera probabilidad pedida es:

25

P(X =5) = 56_2 = 0'036.
Para calcular la otra probabilidad, hay que hacer
un cambio de parametro pues la longitud del inter-
valo cambia.
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Si en un minuto el nimero medio de vehiculos es
2, en cinco minutos serda 10. Por lo tanto se tiene

Y ~ P(10).
100 —10 /
PY =0) = Fe = 0'000045.
y
0.3
0.2
0.14
} } 1 y T ? o o o
0123456789

Figura 6.2: Poisson P(2)

4.2. Distribucién exponencial

A partir de un proceso de Poisson, la distribuciéon de una v.a. X
definida como el tiempo transcurrido entre la ocurrencia de dos eventos
consecutivos, se denomina exponencial y se denota por Exp()\). Observe
que se ha dado un salto cualitativo, puesto que la variable definida es
continua, tomando valores en el intervalo [0, 400). Se verifica que:

P(X > t) = P(cero eventos en (0,t)) = e .

y por tanto:
Ft)=P(X <t)=1—-e.

derivando se obtiene la funcién de densidad de X (figura 6.3):

dF(t) -y
t) = =A .
f) =0 = e
Los parametros de la distribucion son:
1 1
EX]=— V[X|=-— =2 =09.
[ ] N\ [ } 22’ 71 2
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Ejemplo 6.8 Con los datos del ejemplo 6.7 y suponiendo que
acaba de llegar un vehiculo, calcule la probabilidad
de que transcurran mas de 5 minutos hasta que
aparezca el siguiente.

El tiempo que transcurre desde que pasa un vehi-
culo hasta el siguiente sigue una distribucién ex-
ponencial de parametro igual a 2. La probabilidad
pedida es:
P(X>5) = 1-PX<5)=1-(1-e%9)
= 0/000045.

Observe que se llega al mismo resultado utilizan-
do la distribucién de Poisson que la exponencial,
considerando que el suceso “transcurren mas de 5
minutos en pasar algin vehiculo” para la exponen-

cial es el suceso “no pasa ningun vehiculo en cinco
minutos” para la Poisson.

0.9
0.6

0.3

s T ;

Figura 6.3: Distribucién exponencial

5. Distribucién uniforme continua

A continuacién se estudia la distribuciéon uniforme continua co-
mo la extensiéon natural de la distribucién uniforme discreta, es decir,
aquella que toma con igual probabilidad valores dentro de dos conjun-
tos cualesquiera de igual amplitud e incluidos en el intervalo de valores
posibles de la variable.
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La variable X sigue una distribucién uniforme o rectangular en el
intervalo (a,b), U(a,b), cuando su funcién de densidad viene dada de la
siguiente forma:

1 i a<z<b
o) — I—a si a<z<
/(@) { 0 en el resto.

a b X

Figura 6.4: Distribucién uniforme.

Sus caracteristicas méds importantes son:

a —a)? eth — eta
ElX] = ;b, VIX] = 0712), Mx(t) = W—a)

Ejemplo 6.9 Un autobiis pasa por cierta parada cada 15 minu-
tos. ;Cual es la probabilidad de que un senor que
llega en un momento dado tenga que esperar el
autobiis mas de cinco minutos?

Si se define X =“Tiempo de espera”, entonces X ~
U(0,15). Se calculard en primer lugar la funcién de

distribucién
0 si <0
F(x) = {”—5 si 0<x<15
1 si x> 15.

La probabilidad pedida viene dada por:

5
P(X>5)=1-P(X <5)=1- =067
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6. Distribucion normal

En este epigrafe se estudia la distribucién mas importante del
célculo de probabilidades y de la estadistica, usualmente también de-
nominada distribucién de Gauss o de Laplace. La importancia de esta
distribucién radica en varias razones: en primer lugar, como se vera pos-
teriormente a través del teorema central del limite, la distribucién nor-
mal es la distribucién limite de una amplia gama de sucesiones de va-
riables aleatorias independientes. En segundo lugar, la gran mayoria de
las variables aleatorias que se estudian en experimentos fisicos son apro-
ximadas por una distribucion normal. En tercer lugar, se ha observado
que los errores aleatorios en los resultados de medida se distribuyen, de
forma general, segiin una distribucién normal. Finalmente, hay que des-
tacar el caracter reproductivo de sus parametros que facilita el manejo
de este tipo de distribuciones.

Se dice que una variable X sigue una distribuciéon normal si su
funcién de densidad es:

La distribucién esta caracterizada por los pardmetros p y o, cu-
yo significado se trata m&s adelante, siendo o necesariamente positivo.
Se hace referencia a esta distribucién como N (u, ). Su representacién
grafica viene dada por la figura 6.5.

()]

K X
Figura 6.5: Distribucién N (u, o)
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Propiedad 6.5 Sean X; ~ N(u;,0;) coni=1,...,n variables aleato-

n

n
rias independientes entonces g X;~N E iy
i=1 i=1

6.1. Distribucién N(0,1)

Para facilitar calculos, se realiza el estudio de la distribucién
N(0,1) y mediante un cambio de variable se generalizard para la N (u, o).
La funcién de densidad de la N (0, 1) es:

1 o2
e 2 —oo0 <z < +o0.
V2T -

A continuacién se realiza el estudio de dicha funcién.

flz) =

1. Campo de existencia. Toda la recta real para x, con f(x) > 0.

2. Simetrias. Es simétrica respecto al eje OY, ya que f(x) = f(—x).
3. Asintotas. y = 0 es una asintota horizontal.

4. Cortes con los ejes. S6lo tiene un punto de corte en (0, \/%)

5. Méximos y minimos. El punto de corte anterior es el tinico maximo
de la distribucion.

6. Puntos de inflexién. Tiene dos en (—1, \/%767%) y (1, %ﬂe%).

Con todo lo anterior la curva tiene la forma de la figura 6.6.

Las caracteristicas de la distribucién son:

EX]=0, VX]=1, m=0, 72=3

Los valores de la distribucién N (0, 1) estan tabulados y son facil-
mente calculables.
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Figura 6.6: Distribucién N(0,1)

A partir de ahora, si una variable sigue una distribucién N(0,1)
se denotard por la letra Z. Asi, si X sigue una N (u, o) se verifica que:

X_
7 = H

y X=0Z+4u.
Con lo que se puede comprobar facilmente que:

EX]=p, VI[X]=o>

Ejemplo 6.10 El contenido de un tipo de bombonas de gas se dis-
tribuye normalmente con media 23 kg y desviacién
tipica 0’25 kg. ;Cual es la probabilidad de que una
bombona tenga mas de 23’5 Kg?

La probabilidad pedida es:
P(X >235)=1- P(X <235).

Para calcular esta probabilidad hay que tipificar la
variable y hacer uso de la tabla N(0,1).

X—p 235
P(X <235) = P< Mo 255 “)

g g
/ —

L p(p W5
0'25

= P(Z<2)=009717.

Por lo tanto:

P(X >23'5)=1-0977 = 0'023.
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6.2. Distribuciones truncadas

A veces la variable no toma todos los valores de la recta real,
imagine que sélo puede tomar valores positivos. Se supone que X no
estd definida fuera del intervalo [a, b], entonces la funcién de densidad
de la variable truncada en dicho intervalo que se puede denominar f,
viene dada, en funcién de una variable general, por:

f(z)

7®) - Fa) si x € [a,b]

f[a,b](x) =
0 si x¢a,b.

La caracterizacién anterior vale para cualquier tipo de distribucién.
7. Relacion entre binomial, Poisson y normal

A veces el calculo para obtener la probabilidad de una variable
binomial es muy dificultoso, esto suele ocurrir cuando n es muy grande.
En tales casos, y bajo ciertas condiciones, es posible aproximar la dis-
tribucién binomial por la normal o la Poisson, esta ultima también es
susceptible de ser aproximada por la normal. Las siguientes propiedades
resumen las relaciones existentes entre tales distribuciones.

Propiedad 6.6 Si la probabilidad p de éxito de una variable B(n,p)
tiende a cero, mientras que el nimero de pruebas tiende a infinito, de for-
ma que | = np permanece constante, la distribucion binomial se puede
aproximar por una distribucion de Poisson con media p. En la prdctica
es suficiente con que n sea mayor que 100 y p menor o igual a 0°05.

Propiedad 6.7 Si X sigue una B(n,p), siendo n grande y p no dema-

) . X —n . L .,
stado pequeno, entonces Z = qu se aproxima a una distribucion

N(0,1) a medida que n tiende a infinito. La aproximacion es bastante
buena siempre que:

np>5 si p<05 0 ng>5 si p>05
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Hay ocasiones en que es més conveniente operar con la proporcién
de éxitos obtenidos en n pruebas Bernouilli que con el niimero de éxitos.
Puesto que se verifica:

Podemos afirmar lo siguiente:

Propiedad 6.8 En las condiciones de la propiedad anterior
X
NN@;M>
n n

Propiedad 6.9 Si X sigue una distribucion de Poisson de pardmetro
A suficientemente grande, entonces es posible aproximarla por una dis-
tribucion N (X, )\1/2). En la prdactica se exige a A\ que sea mayor que 5.

El gréafico de la figura 6.7 resume los resultados anteriores.

A=mnp
Binomial - ~ Poisson
n > 100, p < 005

p <05
np >5
H=np ,
_ p>05
g=vnp ng > 5

Normal

Figura 6.7: Relacion entre binomial, Poisson y normal.

8. Teorema central del limite

Las aproximaciones que se han expuesto son casos particulares
del denominado teorema central del limite. Este teorema dice que si
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X1, Xa,..., X, son variables aleatorias independientes con medias p;,
desviaciones tipicas o; y distribuciones cualesquiera, no necesariamente
la misma para todas las variables, entonces si se define Y = X1 + X +
..+ X,,, cuando n tiende a infinito, la distribucién de la variable:

tiende a una distribucién N(0, 1).
9. Distribucién gamma

Para p > 0 se define la funcién I'(p) como

+oo
I'(p) = / P lem qa.
0

Esta funcién verifica las siguientes propiedades:

—
—

-
N—

=1.

-Tp) =@ -DI'(p—1) conp>1.

1
—
—

Se dice que una variable aleatoria, X, tiene una distribucién gamma de
parametros a y p, tal que, a > 0y p > 0, X ~ I'(a;p), si tiene como
funcién de densidad

a—pe*a"jxpfl siz>0
f) =4 T(p)
0 sixz <O0.
: N
Se verifica que My (t) = (1 — — , de donde se deduce que, E[X]| = %
a
1
y que E[X?] = }M, por tanto, V[X] = P

CL2
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Destaca como caso particular de este tipo de distribucién la I'(A, 1)
que es la distribucién Exp(A). La distribucién I'(A\,n) se utiliza para
calcular la distribucién del tiempo transcurrido entre las ocurrencias k
vy k + n de un proceso de Poisson de media .

Propiedad 6.10 Sean Xi,..., X, un conjunto de variables aleatorias
independientes, tal que, X; ~ T'(a,p;) con i = 1,...,n, se tiene que
n n

Z Xl ~ F(a, sz)
=1 =1

Propiedad 6.11 Sean Xi,..., X, un conjunto de variables aleatorias
independientes, tal que, X; ~ FExp(\) con i = 1,...,n, se tiene que

n
> X ~T(An).
=1
Propiedad 6.12 Sea X ~ I'(a,p) entonces cX ~ T (E,p)
c

Ejemplo 6.11 Sea X ~1'(2,2), el calculo de la funcién de distri-
bucién y P(X > 5) se hace:

x
1
F(:U):/O 7F(2) 2 rdr = —2ze

T €T
+2/ e dx
0 0

= 1—(1+42z)e 2.
Con Io cual, F(5) =1 — 11e~2.
10. Distribucién beta

Para a > 0 y b > 0 se define la funcién beta, como;

1
flab) = [ am (1 -2 ax,
0
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['(a)T(b)

y se verifica la siguiente relacién 3(a,b) = T(ath)
a

Se dice que una variable aleatoria, X, sigue una distribucién beta
de pardmetros a > 0y b > 0, y se denota por X ~ f(a,b), si su funcién
de densidad viene dada por la expresion:

xa—l(l _ .CE)b_l

fx) = B(a,b)

0 caso contrario.

si0<z <1

Se tiene que la funcién generatriz de momentos es

oo

t/ T(a+7)T(a+D)

TG+ DTa+b+)T(0)

Mx(t) =

T(a + k)T(a + b)
T@a+ 0+ F)
o V= (a+b)32a+b+1)

Ejemplo 6.12 Sea X una v.a. con distribucién [3(4,2), el calculo
de E[X], V[X] y P(0 < X <0'7) es:

de donde se deduce que E[X*] = , por tanto se tiene

que E[X]| =

Ademas,

0/51
PO<X <07 = / — (2% —aM)dx
0

20
1 2% 25 05
207 50

= 0'00132.

11. Distribucién de Cauchy

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién de
Cauchy de pardmetros p y 6, y se denota por X ~ C(u,0), si su funcién
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de densidad viene dada por la siguiente expresién:

" 1
==——— —x< 0.
f(x) e g1 oo <z <00, p>
. . X -0 .
La variable aleatoria Y = ——  verifica que

Y ~ C(1,0), es decir, Y tiene como funcién de densidad

1
f(y):m —o00 <z < 0.

La distribucién Cauchy es utilizada en teoria de estadisticos orde-
nados y como distribucién a priori de leyes de probabilidad en modelos
bayesianos. Modela también las duraciones de actividades sobre las que
no existe suficiente informacién en el anélisis de métodos Pert de secuen-
ciacién de actividades.

Propiedad 6.13 Sea X ~ C(u,0), se tiene que E[X¥] no existe para
k> 1y que existe para k < 1.

Propiedad 6.14 Sea X ~ C(u1,601) e Y ~ C(ue,02) independientes,
entonces X +Y ~ C(u1, 42,01 + 02).

Propiedad 6.15 Se tiene que X ~ C(1,0) si y solo si + ~ C(1,0).

Ejemplo 6.13 Un ejercicio de orientacion para una persona ciega
consiste en hacerla andar en linea recta entre dos
paredes paralelas que distan un kilometro. El grado
de desorientacion D es la distancia entre el lugar
mas cercano desde el punto de partida a la segun-
da pared y el punto en el que la persona ciega al-
canzo la segunda pared. Suponiendo que el angulo
0 que forma la primera pared y la direccion escogi-
da por esa persona sigue una distribucion uniforme



206 Capitulo 6. Algunos modelos probabilisticos

en —5 y 5. Obtenga la distribucién del grado de
desorientacion.

Para calcular el grado de desorientacion véase que
D = tan() y que fo(0) =  para 6 € (-3,%). A
partir de aqui se calcula la funcién de distribucién
de D:
Fp(d) = P(D <d)= P(tan(f) <d)
= P(0 < arctan(d))
arctan(d) + g
T

Con lo cual la funcion de densidad es:

1 1

AirE Xsdsex
T

fo(d) =

Se trata de una distribucion Cauchy de parametros
1y0.

12. Distribuciones derivadas de la normal
12.1. Distribucién lognormal
Dada una variable aleatoria X ~ N(u,0), se dice que la varia-

ble aleatoria Y = e¥ sigue una distribucién lognormal. La funcién de
densidad de dicha distribucién es:

¢~ 702 (L) =p)? y > 0.

2

Se tiene que E[Y] = e’”% y VY] = 62‘”“’2(6“ —1).

La distribucién lognormal es el resultado de un nimero elevado de
causas independientes con efectos positivos que se componen de manera
multiplicativa y donde cada una de estas causas tienen un efecto des-
preciable frente al global. Esto se debe a que la aditividad de los efectos
conduce a una ley normal, en el caso de la ley lognormal, lo hace la
proporcionalidad de los efectos.



6.12 Distribuciones derivadas de la normal 207

En el campo industrial, la ley lognormal, puede recibir justificacio-
nes tedricas como las caracteristicas de un material (resistencia, dureza,
etc.) que puede resultar de la combinacién multiplicativa de factores ele-
mentales. También en el campo econdémico la ley lognormal se encuentra
con frecuencia (distribucién de salarios, ventas, etc.).

Ejemplo 6.1/ Se estudia la proporcién de rentistas por encima
de 18.000€ anuales para un sector economico cuya
distribucién salarial medida en miles de euros sigue
un modelo logaritmo normal con parametros j = 2
yvo=12.

Se define la variable aleatoria
Y = {renta en dicho sector econémico}.

Puesto que Y sigue una distribucién lognormal, se
puede considerar una variable X ~ N(u,o), tal
que, Y = e~ por tanto;

P(Y >18) = P(eX >18) = P(X > 2'89)

_ X—p < 2/89-2
= P(=F 2573

= P(Z>074)=1—P(Z <0'74)
= 107704 = 0/2296.

12.2. Distribucién y?

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién x? con
n grados de libertad, se denota por x2, si su funcién de densidad es

Se observa que la distribucién x?2 es una distribucién I' (%, %), de donde
se deduce que esta distribucién es reproductiva en su pardmetro y que

E[X]=n, V[X]=2ny Mx(t)=(1—2t)"2.
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Propiedad 6.16 Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes e
n

idénticamente distribuidas segin una N(0,1), se tiene que Z X7~ X2
i=1

Ejemplo 6.15 Sea V, la velocidad (cm/seg) de un objeto que
tiene una masa de 1 Kg., una variable aleatoria
con distribucién N (0,25). Si K = mTVQ representa
la energia cinética del objeto y se necesita saber la
probabilidad de que K < 400.

Puesto que m = 1, se tiene que;

P(K <400) = P (™2 <400
_ V2 400-2
= Ples < ow
_ V2
— P (% <12s)
P(x3 < 1'28) = 0'725.

12.3. Distribucién ¢ de Student

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas
segin una distribucién N(0,1) y x2, respectivamente.La variable alea-
toria

sigue una distribucion ¢-Student con n grados de libertad que se denota
por ty.

La funcién de densidad de esta distribucion es

T 22 _nn
f(iU)—\/ﬁi;(%)(l%-;) 2, —oo<x< 0.

Se verifica que E[X| =0y V[X] = Lz para n > 2.
n_

Propiedad 6.17 La distribucion t de Student es simétrica con respecto
al origen.
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12.4. Distribuciéon F de Snedecor

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas
segiin una x? con n y m grados de libertad respectivamente. La variable
aleatoria

F:

I

3=l =

sigue una distribucién F de Snedecor con n y m grados de libertad que
se denota por Fy, p,.

La funcién de densidad de esta distribucién viene dada por

m2nzl(ntm ntm
f(z) = F(m)l“((”Q ):c2 Y(n + mz) 5 , >0
2 /43
n\k I'(k+ 2)T(5 — k)
Se tiene que E[Xk] = (—) 2 2 para n > 2k, por
m FET(3) )
2 2n — 4
tanto, E[X] = g conn > 2y que V[X] = Z(;T;;%Z_Z) con
n > 4.

Propiedad 6.18 Si X ~ F,, ,, entonces % ~ Fmn-

Propiedad 6.19 Si X ~ t,, entonces X? ~ Fin-

Ejemplo 6.16 Las calificaciones de los alumnos en dos asignaturas
A y B se distribuyen normalmente con idéntica dis-
persién o?. Se ha observado una muestra aleatoria
simple de 51 alumnos presentados al examen de la
asignatura A y otra, independiente de la anterior,
de 19 alumnos presentados al examen de B. ;Cual
sera la probabilidad de que la varianza observada
en la primera muestra sea al menos el doble de Ila
correspondiente a la segunda?
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Sean 5124 y S?B las varianzas muestrales de las ca-
lificaciones correspondientes a las asignaturas A y
B. Puesto que 5124 y 5129 son variables aleatorias
independientes tales que

Sh e
51; ~ X50

Yy que )
19% ~ X%s-
Por tanto,
51-18-5% o E
50-19.5% 00

De este modo,

S2 51-18 .52
P<3‘22> :P<‘2“20’48)
S2, 50-19- 5%
= P(F30,18 > 0'48) = 0/9787.

13. Distribucién de Laplace

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribuciéon de
Laplace de pardmetros Ay p, La(\, p), si su funcién de densidad es

A
f(x)=§€_/\|x_“‘, —co<r<oo, A>0y —oo<pu<oo.

La funcién generatriz de momentos de esta distribucién tiene la expre-

sién )
Mx(t) = (1 = ?)"tet,  cont < v
2
de donde se deduce que E[X]| =py V[X] = VA

La distribucién Laplace es una alternativa a la normal para medir
los errores de la media.
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14. Distribucién logistica

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién logis-
tica de pardmetros a y b, Lo(a,b), si su funcién de densidad es

be—(a—i—b:{:)

f(l') = (1 T ef(a+bx))2;

—o <z <oo, b>0,

siendo su funcién de distribucién

1
- 1+ e—(atbx)’

F(x)

Este tipo de distribuciones son usuales en los fenémenos que estudian el
crecimiento temporal, como por ejemplo los de origen demografico.

15. Distribucién de Pareto

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion de
Pareto de pardmetros a y 3, P(a,3), si su funcién de densidad viene
dada por la expresién

f(x):{ ﬂﬁofl siz>aya,f>0

6 en caso contrario.
2
. e a
Se tiene que E[X]| = ﬁ—ﬁl y que V[X] = = 2)(5_ ek

Pareto introdujo esta distribucién para describir unidades econé-
micas segin la extensién (salarios, rentas, empresas segin ventas, ... ).

Ejemplo 6.17 Las rentas salariales anuales en cierto sector eco-
némico (X, en miles de euros) es una magnitud
aleatoria distribuida segiin un modelo de Pareto
con salario minimo 9 y 3 = 2/4.

Se desea conocer el salario esperado en el sector
y la proporcion de asalariados que percibe mas de
18.000€/ano.
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Puesto que X sigue una distribucion Pareto se tie-
ne que el salario esperado viene dado por

a-B  9-24
EX]=—- =>"——- =1543.
[X] 1-0 14 o3
La proporcion de asalariados que perciben mas de
18.000€ es
P(X>18) = 1—-P(X <18)

18 o1y . 924
= 1- A dx

— 1_ {—92'490*2'4] 18

9
- 1- |:_92’4 <1872’4 _ 972/4>:|
= 1-0'81=0109.

16. Algunos modelos multidimensionales
16.1. Distribucién multinomial

La distribuciéon multinomial es una generalizaciéon de la binomial,
en la que el experimento que la genera arroja k > 2 resultados distintos
en cada realizacién —la binomial es una distribucién dicotémica—, donde
las probabilidades de cada uno de los resultados permanece constante a
lo largo de todo el proceso. La distribucién multinomial se obtiene al rea-
lizar, de forma independiente, n pruebas individuales y contar el niimero
de veces que aparece cada resultado. Si se llama A; al i-ésimo resultado,
siendo P(A;) = p; y X; al nimero de veces que se obtiene A; en las n
pruebas, X; serd la componente i-ésima de la variable k-dimensional X.
La distribucién de probabilidades de la variable multinomial es:

n! 0y mo

— s
nl!ngl...nk!pl P2 Pe™

P(Xlznl,ngng,...,Xk:nk)
donde ni +no+ ...+ np =n.

Ejemplo 6.18 Se lanza un dado 5 veces. Determine la probabili-
dad de obtener un uno, dos doses y dos cuatros.

Sea A; = {Obtener i puntos en el dado}.
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La probabilidad que se pide es:

P(X1_1X2_2 X3=0,X4=2,X5=0,X5=0)
1 1
= 1'210'210'0"6'67'62—0,0038

16.2. Distribucién uniforme bidimensional

También se puede generalizar la distribucion uniforme al caso de
mas de una dimensién, se trata el caso n = 2, pudiendo comprobar el
lector que la generalizacién para cualquier otra dimensién no entrana la
menor dificultad. Se dice que una variable bidimensional X = (X1, X2)
sigue una distribucién uniforme si su funcién de densidad viene dada
por la expresién:

f(x1,22) = (b—a)lm si x1 € (a,b), 22 € (¢,d)
’ 0 en el resto.

Ejemplo 6.19 Dos amigos se citan entre las nueve y las diez de la
noche, acordando no esperarse mas de 10 minutos,
;cudl es la probabilidad de que se encuentren?

Se sabe que el tiempo de espera para cada uno
se distribuye segun una U(0,60), por lo tanto la
distribucién conjunta viene dado por:

f(z,y) = ﬁ si 0<2<60y0<y<60
7 0 en otro caso.

Para que se encuentren los amigos debe ocurrir que
|X — Y| < 10. Por lo tanto:

(\X Y\<10) P(-10< X —Y < 10)
—10<X<Y—|—10)

10 y+10
/ / 73600dxdy
50 py+10
LI
/ / 10 3600 Y
60 11
/ /103600d rdy =55
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16.3. Distribucién normal multidimensional

Se dice que una variable n-dimensional X = (X1, Xo,...,X,,) si-
gue una distribucion normal si su funcién de densidad es:

(X) 1 lxmm(x—py

M (2m)%

Donde M es la matriz de covarianzas y ji el vector de medias.

La funcion de densidad de la distribucién para el caso de una varia-
ble bidimensional, que es la Uinica que se puede representar, tiene forma
de hongo con asintotas en cualquier direcciéon del plano zizo. Ademas,
al cortar la superficie de densidad con cualquier plano perpendicular al
r1T9 se obtienen curvas con forma de campana. Mds formalmente se
verifican las siguientes propiedades:

1. Para una variable normal n-dimensional, cualquier subconjunto de
r < n variables tiene conjuntamente distribuciéon normal.

2. Si las variables X1, Xo, -+, X,, estan incorreladas, entonces son
independientes.

3. Cualquier combinacién lineal de variables normales es normal. Asi,
si Y = XA, donde A es una matriz de m filas y n columnas,
entonces Y es normal con media ixA y matriz de covarianzas

AtMx A.

Ejemplo 6.20 Sea (X,Y) una v.a. normal, cuya funcién de den-
sidad viene dada por:

1 %4222 —22y)

f(fE,y) = %e 2 V(a:,y) € R2'

Calcule el vector de medias y la matriz de cova-
rianzas.

Igualando términos con la distribucion tedrica, se
tiene:
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« [M|=1

(X—pMN(X-p)' _  y>+22%—2xy
2 - 2

Por lo tanto:
i=(0,0) M= ( 2 )
Con lo que:
w-(1)
17. Ejercicios

17.1. Ejercicio resuelto

6.1 La resistencia de una muestra de un determinado material
viene dado por una variable aleatoria, X, con funcién de densidad

T si0<zx<1
fz) = 27”%1 sil<ax<2
0 en el resto.

a) Calcule su funcién de distribucién.

b) Calcule P(0'5 < X < 1’5).

¢) Una muestra de material se encuentra en estado ideal
de resistencia si ésta se encuentra entre 0’5 y 1’5. Si se consideran 10
muestras de materiales, jcuél es la probabilidad de que al menos el 70 %
de ellos tenga resistencia ideal?

d) ;Cual sera el niimero medio de materiales con resistencia
no ideal que se tendra que escoger hasta encontrar uno con resistencia
ideal?

e) ;Cudl es la probabilidad de que se necesiten 10 muestras
para obtener tres de resistencia ideal?
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Solucién:
a) Usando la definicién de funcién de distribucién se obtiene

F(x) = /w f(z)de=0sixz <0,
F(x) = /w f(:zc)danz/%a:d:v::1_:22 si0<z<l1,
—o0 0

r 1 o2 +1 1 22 +ax
F = = — =
(z) /_Oof(:v)dm /0 xd$+/1 3 2+ i

1 22+x-2
,+7
2 8

1 siz>2,

sil<azx<2,

Es decir, la funcién de distribucién viene dada por

0 siz <0
22 .

Flz) = 12 . , S?OS(L‘<1
5+“’% sil<z<?2
1 six > 2.

b) Usando el apartado anterior se obtiene

I=\2 / /=2
P05 < X <1'5) = F(1'5)-F(0'5) = ;+(1 5) +81 > 2—025
c) Se tiene que la resistencia de una muestra de material
es ideal con probabilidad 0’59 y no ideal 0'41. Por tanto, el experimento
de observar si una muestra es ideal o no, es un experimento Bernouilli
con probabilidad de éxito (ser ideal) 0'59. Con lo cual, el experimento
de observar el numero de muestras ideales (éxitos) en diez muestras
de materiales extraidas aleatoriamente es una distribuciéon binomial de
parametro n = 10 y p = 0'59. Si se define la variable aleatoria

= 0'59.

Y = {numero de muestras con resistencia ideal entre 10 muestras

extraidas aleatoriamente},
se tiene que Y ~ B(10,0'59). Por tanto, la probabilidad pedida es

P(Y>T7) = P(Y=T)+P(Y =8)+P(Y =9)+ P(Y = 10)
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10 10
= <7> 0’597 . 0/41° + <8> 0’598 . 0/412

1 1
+( 90) .0'59% . 0/41" + < 18) -0'59'0 - 0/41°

= 0'3575.

d) Observe que el experimento descrito en este apartado
consiste en ir comprobando la resistencia de los materiales hasta encon-
trar una que sea ideal. Se sabe, por el apartado anterior, que el experi-
mento de probar si una muestra tiene resistencia ideal es un experimento
Bernouilli, ademas puesto que las muestras son independientes, en este
apartado, se estd contando el nimero de fracasos (muestras no ideales)
que hay que observar hasta conseguir un éxito (muestra ideal) en ex-
perimentos Bernouilli independientes. Por tanto, si se define la variable
aleatoria

W = { nimero de muestras no ideales (fracasos) antes de

encontrar una muestra ideal (éxito)},

se tiene que W ~ Ge(0'59).

En este apartado se pide el nimero medio de fracasos hasta con-
_ ol 0’695
G '

e) Siguiendo con el razonamiento anterior, en este apartado
se estd pidiendo el nimero de fracasos (muestras no ideales) antes de
obtener el tercer éxito (muestra ideal). Por tanto, si se define la variable
aleatoria 7" = {numero de fracasos antes del tercer éxito}, se tiene que,
T ~ BN(3,0'59).

seguir un éxito, es decir, E[W]

Por tanto, se esta pidiendo la probabilidad de que haya 7 fracasos,
es decir,

P(T=17)= <2) 0’593 - 0/417 = 0/0144.



218 Capitulo 6. Algunos modelos probabilisticos

17.2. Ejercicios propuestos

6.1. Dada la distribucién B(10,0'4) calcule las siguientes pro-
babilidades:
a) P(X <38),
b) P(2 < X <5),
c) P(X >7).

6.2. Un conocido fumador gorrén ha explotado tanto a sus com-
paneros que por término medio cada uno de ellos le da un cigarrillo de
cada diez veces que éste les pide.

a) {Cudl es la probabilidad de que consiga un cigarrillo en
menos de cinco intentos?

b) Si pretende hacer acopio de cigarrillos para el fin de se-
mana, jcuantas veces, en promedio, tendra que pedir tabaco para con-
seguir 20 unidades?

6.3. A un establecimiento de apuestas deportivas llega un cliente
cada tres minutos por término medio.
a) ;Cuél es la probabilidad de que en un periodo de cinco
minutos lleguen més de cinco clientes?
b) ;Cudl es el nimero mds probable de llegadas en media
hora?

6.4. Las companias aéreas acostumbran a reservar mas plazas
de las existentes en sus vuelos, dado el porcentaje de anulaciones que
se produce. Si el porcentaje medio de anulaciones es del 5%, ;cudntas
reservas deberda hacer una compania para un vuelo con 200 plazas, si
quiere garantizar al 97 % que todos sus clientes tendran cabida en dicho
vuelo?

6.5. El servicio de reclamaciones de una asociacién de consumi-
dores recibe por término medio tres quejas a la hora.
a) Calcule la probabilidad de que en una hora no reciba
ninguna reclamacion.
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b) Calcule la probabilidad de que en dos horas reciba entre
dos y seis reclamaciones.

6.6. En una pecera hay diez peces machos y ocho hembras, si se
extraen aleatoriamente cinco peces, calcule la probabilidad de que tres
sean machos y dos hembras.

6.7. Un jugador apuesta 5€ por tirada a un nimero de los 37
que componen la ruleta, si acierta, gana 180€. Calcule sus beneficios
esperados al cabo de 100 jugadas.

6.8. Por una estacién pasa un tren de cercanias cada treinta
minutos. Si una persona, que desconoce los horarios, llega a la estacién
para tomar dicho tren, jcudl es la probabilidad de que tenga que esperar
menos de cinco minutos?

6.9. ;Cudl es la probabilidad de que de 10 personas elegidas al
azar al menos 2 cumplan anos en el mes de Enero?

6.10. Durante la Segunda Guerra Mundial los alemanes bombar-
dearon repetidas veces Londres. Los expertos demostraron que se trataba
de bombardeos indiscriminados y que cafan en cada accién y por término
medio dos bombas por cada cuadricula de cien metros de lado. En vista
a lo anterior, calcule la probabilidad de que en una cierta cuadricula
de cincuenta metros de lado no haya caido ninguna bomba durante un
bombardeo.

6.11. Dada una distribucién normal de media 3 y varianza 9,
calcule las siguientes probabilidades:
a) P(2< X <5),
b) P(X > 3),
c) P(X < -2).

6.12. Calcule en los siguientes casos el valor de a, sabiendo que
X ~ N(1,5).
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a) P(0< X <a) =028,
b) P(1—a< X <1+a)=0065.

6.13. Se sabe que la alarma de un reloj saltard en cualquier mo-
mento entre las siete y las ocho de la manana. Si el propietario del reloj
se despierta al ofr dicha alarma y necesita, como minimo, veinticinco
minutos para arreglarse y llegar al trabajo,

a) jcudl es la probabilidad de que llegue antes de las ocho?

b) Si el duenio del reloj sigue programando el reloj de la
misma manera durante 10 dias, calcule el niimero méas probable de dias
en que llegara después de las ocho.

6.14. De una tribu indigena se sabe que los hombres tienen una
estatura que se distribuye segiin una ley normal con media 1’70 y des-
viacion tipica o. Si a través de estudios realizados se conoce que la
probabilidad de que su estatura sea mayor a 1’80 es 0’12, calcule la
probabilidad de que un individuo elegido al azar mida entre 1’65 y 1°75.

6.15. Calcule la probabilidad de obtener més de 200 seises en
1200 lanzamientos de un dado honrado.

6.16. En una gasolinera se ofrecen tres servicios: suministrar ga-
solina, lavar coches y comprobar la presién de neumaticos. Estos servi-
cios son demandados con una probabilidad de 0’9, 0’05 y 0’05 respecti-
vamente. ;Cual es la probabilidad de que de diez coches que lleguen, seis
vayan a repostar, tres vayan al lavado y uno a comprobar la presion?

6.17. Una maquina produce piezas que segun su peso pueden
clasificarse en “pesadas”, “normales” y “ligeras”. Por experiencia se ha
estimado que el 30% son pesadas y el 60 % normales. De cinco piezas
extraidas, jcudl es la probabilidad de que dos sean pesadas y dos nor-
males?

6.18. Se eligen al azar dos nimeros en el intervalo (0,2). ;Cémo
se distribuyen esos numeros? ;Cudl es la probabilidad de que la suma



6.17 Ejercicios 221

de dichos niimeros sea menor que dos?

6.19. El peso de dos tipos de caracoles sigue una distribucién
normal bivariante con parametros:

= (3,4), M:(‘l1 1)

Calcule P(2 < X <3'5)y P(3X —Y <2).

6.20. Sea X una variable aleatoria que mide la cantidad de pH
en una determinada sustancia y que tiene como funcién de distribucion:

0 six<i
% si%§:z:<%
2 .
Flz)=3 klz-%)+1 sit<a<1
g sil<az<2
1 six > 2.

a) Calcule k para que sea funcién de distribucion.

b) Calcule P(0 < X <1).

c) Se considera que esa sustancia es altamente contaminan-
te si su pH esta comprendido entre % y 1. ;Determine la probabilidad
de que entre 10 muestras de dicha sustancia, tres resulten altamente

contaminantes?

6.21. Se sabe que en un colegio de primaria el 50 % de los alumnos

son menores de 9 anos, el 30% tienen una edad comprendida entre 9 y
11 anos y el 20% tienen una edad superior a 11 anos. Se escogen 20
alumnos al azar, se pide:

a) La probabilidad de que al menos haya uno de edad su-
perior a 11 anos.

b) El ntimero esperado de alumnos con edad entre 9 y 11
anos.

c¢) La varianza del nimero de alumnos con edad superior o
igual a 9 afios.
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6.22. En la central del 061 se sabe que el 15% de las llamadas
corresponden a urgencias debidas a un accidente de tréafico. ;Cual es la
probabilidad de recibir tres llamadas antes del primer aviso telefénico
por accidente de trafico? ;Cudl es el nimero medio de llamadas que se
reciben hasta que una de ellas avisa de un accidente de trafico?

6.23. El nimero de personas que llegan a la ventanilla de un
banco sigue una ley Poisson. Se sabe que la varianza del ntmero de
llegadas en un minuto es 4.

a) Calcule la probabilidad de que en un minuto no lleguen
mas de dos personas.

b) Si la persona que atiende la ventanilla se bloquea cuando
llegan més de dos personas, jcudl es la probabilidad de que entre diez
minutos escogidos al azar durante un dia se haya bloqueado en dos?

c) ;Cuél es la probabilidad de que después de 10 minutos
se bloquee por segunda vez?

6.24. El nimero de llamadas recibidas en una centralita en 15
minutos sigue una Poisson de media 1.
a) Calcule la probabilidad de que si a las 5:30 se ha recibido
una llamada, la siguiente se produzca después de las 6:10.
b) ;Cuél es la probabilidad de que en 20 minutos se reciban
3 llamadas?

6.25. El numero de personas que llegan a un semaforo para cruzar
la calle sigue una ley Poisson. Se sabe que por término medio llegan dos
personas cada cinco minutos.

a) Calcule la probabilidad de que en 7 minutos lleguen 3
personas.

b) Calcule la probabilidad de que el tiempo transcurrido
entre dos llegadas sea superior a 3 minutos.

6.26. El canon de luz de una prisién gira sobre si mismo de forma
que tarda en alumbrar una misma zona 40 segundos. Un preso organiza
una fuga de la prisién necesitando 27 segundos para llegar y escalar el
muro. Si el preso emprende una fuga eligiendo el momento de forma
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aleatoria, jcudl es la probabilidad de que no sea visto?

6.27. En un hospital de maternidad se sabe que el peso de un
nino recién nacido sigue una ley normal, que 2 de cada 10 nifios pesa
méas de 4’5 Kg. y que 7 de cada 10 ninos pesan menos de 3’5 Kg.

a) Calcule la probabilidad de que un nino pese entre 2’75
y 3’75 Kg.

b) Si se considera que un nino tiene un peso ideal si su peso
esta comprendido entre 2’75 y 3’75. ;Cudl es la probabilidad de que al
considerar bebés aleatoriamente obtengamos que el segundo bebé con
peso ideal sea el quinto considerado?

6.28. Un fabricante de papel de aluminio vende rollos de 8 me-
tros. Para ello, sabe que la longitud de los rollos cortados sigue una
distribucién normal de media 7’5 metros. Ademds se sabe que el 20 %
de los rollos miden més de 8 metros.

a) Calcule la probabilidad de que un rollo mida méas de 9
metros.

b) Si el empresario almacena sus rollos y quiere encontrar
algin rollo con més de 8 metros, jcudntos rollos debera medir en pro-
medio?

6.29. Un avion tiene la misién de bombardear un edificio cuya
vista aérea es un rectdngulo de 100 metros de largo y 50 metros de
ancho. Se sabe que el edificio quedard seriamente danado si la bomba
cae en el circulo central de radio 2 metros o en los tridangulos formados
por las esquinas y que tienen 2 metros como longitud de sus catetos.
Calcule la probabilidad de que el edificio resulte seriamente danado.

6.30. Probar que si X e Y son N(0,1) e independientes, entonces
% sigue una distribucién de Cauchy.

6.31. En una carretera se han observado los intervalos entre el
paso de dos vehiculos sucesivos (X, en segundos), esta magnitud sigue
un modelo gamma con a=1 y p=20’5. Calcule la probabilidad de que
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el tiempo transcurrido entre el paso de dos vehiculos sea mayor de 28’9
segundos.

6.32. El tiempo de funcionamiento de un sistema de radar se
modela como una distribucion gamma con a = 1’5 y p = 2. Determine
la probabilidad de que el sistema funcione al menos 1 afio antes del fallo.
;,Con qué probabilidad el fallo se produce durante el segundo ano desde
su puesta en funcionamiento?

6.33. Se ha determinado que el tiempo de reparacién en un taller
de mantenimiento sigue una distribucién lognormal de media 7 horas y
desviacion tipica 4 horas.
a) ;Con qué probabilidad una reparacién superard las 10
horas?
b) ;Qué proporcién de reparaciones tienen un tiempo de
ejecucion entre 8 y 16 horas?

6.34. Se sabe que el tiempo de funcionamiento en afios de un sis-
tema se distribuye segtin una y? con 7 grados de libertad. ;Con qué pro-
babilidad el sistema funcionard al menos tres afios?



Apéndice A

Combinatoria

1. Introduccion

La Combinatoria estudia las diferentes formas en que se puede
llevar a cabo una cierta tarea de ordenacién o agrupacién de unos cuantos
objetos siguiendo unas reglas prefijadas.

Es una herramienta muy importante en el calculo de probabilida-
des, puesto que permite contar los casos favorables y los posibles y, por
tanto, calcular probabilidades en aquellas situaciones en que todos los
sucesos sean equiprobables.

2. Variaciones con repeticion

Sean m elementos distintos a1, as, as, ..., a;y; se pretende ocupar
n lugares con ellos de modo que cada elemento pueda ocupar méas de un
lugar. Las distintas disposiciones se llaman variaciones con repeticion de
m elementos tomados n a n; el nimero total de éstas se nota por VR, ,,
y es igual a m™.

Ejemplo A.1 El numero de quinielas de futbol que hay que hacer
para acertar 15 con seguridad es: VR315 = 310,
Esto es asi, puesto que los resultados posibles son
tres: el 1, la x y el 2, en cada uno de los quince
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partidos que conforman la quiniela.
3. Variaciones

Sean m elementos ay, as, ..., an,. Se pretende ocupar n lugares con
ellos de modo que cada elemento sélo ocupe un lugar. (En este caso ha
de ser n < m). Las distintas disposiciones se llaman variaciones de m
elementos tomados n a n, formalmente V,,, y su nimero es: V,,, =
m(m —1)(m —2)...(m—n+1). O lo que es lo mismo:

Ejemplo A.2 En una quiniela hipica hay que acertar los tres pri-
meros caballos que llegan a meta en una carrera en
la que hay diez competidores. El niimero de qui-
nielas que hay que hacer para asegurar el acierto
es: ‘/10,3 =10-9-8 =1720.

4. Permutaciones

Las permutaciones sin repeticion de n elementos dan el nimero
de ordenaciones distintas que se pueden realizar con los n elementos. El
numero total de éstas se nota por P, =n(n—1)(n—2)...2-1.

A este niimero se le llama n factorial o factorial de n y se representa
por n!. Por otra parte es evidente que las permutaciones de n elementos
coinciden con las variaciones sin repeticién de n elementos tomados n a

i — —n!
n. Es decir, P, =V, , = nl.

Ejemplo A.3 Si se tienen que colocar siete libros en una libreria
se puede hacer de P; = 7! = 5,040 formas distintas.

5. Permutaciones con repeticién
Dados los elementos ai,as,as,...,a,, se llaman permutaciones
con repeticién de orden (ag,as,...,a,) a cada uno de los grupos de

a1 + as + ... + a, elementos que se pueden formar con la condicién de
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que haya a7 elementos iguales a a1, ao elementos iguales a as; ...,
elementos iguales a a,. Si a1 + a2 + ... + o, = m, el nimero total se
nota por Ppt "% = PR(a1, a9, ...,qy) y vale:
m!
atlas! ... ap!

Ejemplo A.j Sise desea repartir 3 relojes, 2 bicicletas y 4 pelotas
entre 9 ninos, de modo que cada uno de ellos reciba
un regalo, se tienen, PRy>* = 91/31214! = 1260
formas de hacerlo.

6. Combinaciones sin repeticion

Se consideran m elementos distintos. Se pretenden seleccionar n,
con n < m, de ellos sin importarnos el lugar que ocupen, sino tan solo su
pertenencia al grupo. Las distintas selecciones se llaman combinaciones
de m elementos tomados n a n. El nimero total de ellas se representa
por Cy, p, siendo su valor igual a:

Vinn m!

Cron = = .
P, (m —mn)ln!

Ejemplo A.5 En una carrera donde compiten 10 corredores y se
clasifican los tres primeros para la fase siguiente,
puede haber tantas combinaciones de clasificados
como C1p3 = 120.

6.1. Propiedades de los niimeros combinatorios

A los valores de Cyy, 5, se les llama nimeros combinatorios y se les

designa por:
m
Cm,n = ( >
n

Los numeros combinatorios verifican las siguientes propiedades:

= (6)=()
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= (1) (")
n m-—n
(o) (") =(00)
3. + =
n—1 n n
7. Combinaciones con repeticiéon

Se llaman combinaciones con repeticién de n elementos tomados
r a r a cada uno de los grupos que pueden formarse con r elementos
elegidos de entre n posibles, sin importar el que se repitan. Se nota por

CR,, y vale:
n+r—1
T

Ejemplo A.6 Si se dispone de 3 bolas iguales a las que hay que
distribuir en 5 cajas distinguibles, se pueden hacer
tantas combinaciones como (;) = 35.

Observe que los elementos son las cajas y que el que
una bola esté dentro de una caja solo significa que
esa caja es una de las tres seleccionadas. Si las tres
bolas estuvieran en la misma caja, se seleccionaria
dicha caja tres veces.

8. Ejercicios
8.1. Ejercicio resuelto

A.1 En un instituto los alumnos de 2° de Bachillerato deciden
realizar un sorteo para el viaje de fin de curso. Para numerar las papele-
tas deciden utilizar inicamente los digitos 1, 2, 3, 4, 5. Cuantas papeletas
distintas de cuatro digitos podran vender si:

a) Los cuatro digitos son distintas.

b) Pueden aparecer digitos repetidos.

c) Aparecen 3 unos y 1 cinco.

d) Sélo se utilizan los digitos 2, 3, 4 y 5, sin repetir ninguna.
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e) Sélo se utilizan los digitos 2, 3 ,4 y 5, pero se pueden
repetir.

f) No se tiene en cuenta el orden, pero los digitos son dis-
tintos.

g) No se tiene en cuenta el orden, pero los digitos pueden
ser repetidos.

Solucién:

a) En esta situacion al influir el orden y no aparecer digitos
repetidos en un mismo nimero, se trata de variaciones ordinarias de 5
elementos tomados de 4 en 4, por lo tanto se tendran tantas papeletas
distintas para el sorteo como V54 =5-4-3-2 = 120.

b) Se sigue con variaciones pero ahora seran con repeticion,
siendo su nimero de VR5 4 = 5% = 625.

c) Al tener 4 digitos para generar el nimero, intervendran
todos en cada numero, por lo que se trata de permutaciones con repeti-
cién, PRy3,1 = 5t = 4.

d) Se trata de permutaciones ordinarias de 4 elementos to-
mados de cuatro en cuatro, Py = 4! = 24

e) Para obtener su nimero hay que tener en cuenta que
influye el orden y que se pueden repetir los digitos, con lo que se trata de
variaciones con repeticién de 4 elementos tomados de cuatro en cuatro,
VRyy = 4%

f) Al no influir el orden y no repetirse ningin valor, su
numero se obtiene como combinaciones sin repeticién de 5 elementos
tomados de cuatro en cuatro, C5 4 = (i) =5

g) Igual que en el caso anterior no influye el orden, pero se
pueden repetir los valores, por lo tanto se trata de combinaciones con
repeticiéon de 5 elementos tomados de 4 en 4, CR5 4 = (5%71) =170

8.2. Ejercicios propuestos

A.1. Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, jcudntos nimeros de dos cifras
distintas pueden formarse?

A.2. ;De cuantas formas distintas puede colocarse un equipo de
futbol para hacerse una foto, sabiendo que seis jugadores permanecen
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de pie y el resto en cuclillas delante de los primeros y que el portero
siempre se situa de pie?

A.3. Suponga que le hacen el encargo de disenar la bandera de un
nuevo pais, para lo que dispone de cinco colores; si la bandera debe tener
tres bandas horizontales de igual anchura, jcuantas banderas diferentes
podré disenar?

A.4. Un automévil de cinco plazas estd ocupado por dos conduc-
tores y tres no conductores. Sabiendo que los dos conductores no pueden
ocupar simultaneamente las dos plazas delanteras, ;de cuantas formas
distintas pueden acomodarse los ocupantes del coche?

A.5. En un congreso de Estadistica al que asisten 40 personas se
han habilitado tres salas para defender, simultaneamente, las ponencias.
i, De cuantas formas distintas pueden distribuirse los asistentes entre las
salas? Suponga que la capacidades de las salas son de 16, 14 y 10 per-
sonas.

A.6. El jefe de cocina de un comedor universitario dispone de
cinco primeros platos, ocho segundos y cuatro postres, para combinarlos
y formar ments en el mes de Noviembre. ;Cudntos ments diferentes
puede confeccionar?

A.7. ;De cuantas formas distintas pueden acomodarse 170 pa-
sajeros en un avién de 200 plazas?

A.8. En una competicion de tenis hay 32 inscritos, ;de cuantas
formas distintas se pueden emparejar los jugadores para disputar la pri-
mera ronda?

A.9. En una compania de baile hay diez hombres y diez mujeres.
;Cuantas parejas distintas puede formar su director?
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A.10. ;Cuéntas quinielas distintas pueden formarse con cinco x,
siete 1 y tres 27

A.11. Obtenga el niimero de permutaciones que se pueden formar
con las letras de la palabra UNIVERSIDAD sin que haya dos consonan-
tes seguidas.

A.12. Durante un debate 8 personas se sientan en una mesa re-
donda, jde cuantas formas distintas se pueden colocar? Conteste a la
anterior cuestién si la mesa tiene forma de herradura.

A.13. Una marca de vehiculos a motor dispone de 15 probadores
de automoéviles, 12 de motocicletas y 6 de camiones. Por cuestiones ope-
rativas, se forman equipos con 5 probadores de coche, 3 de motocicletas
y 2 de camiones. ;Cudntos equipos se pueden crear?
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Tabla B.1: Distribuciéon Binomial

0701 0’05 0710 0’15 0720 0725 0730 1/3 0735 0740 0745 0750

ol 3

0’9801 0’9025 078100 0’7225 0°6400 075625 0°4900 074444 0’4225 073600 0’3025 072500
0’9999 0’9975 0’9900 0’9775 0’9600 0’9375 0’9100 0’8889 0’8775 0’8400 0’7975 0’7500
1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

W

0’9703 0’8574 0°7290 0’6141 0’5120 074219 0’3430 072963 02746 0’2160 0°1664 071250
0’9997 0’9928 0’9720 0’9392 0’8960 0’8438 0’7840 0’7407 0’7182 0’6480 0’5748 0’5000
1°0000 079999 0’9990 0’9966 0’9920 0’9844 0’9730 0’9630 0’9571 0’9360 0’9089 0’8750

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

N

0’9606 0’8145 076561 05220 0’4096 073164 0°2401 071975 0’1785 071296 0°0915 0°0625
0’9994 0’9860 0’9477 0’8905 0’8192 0’7383 0’6517 0’5926 0’5630 0’4752 0’3910 0’3125
1’0000 079995 0’9963 0’9880 0’9728 079492 0’9163 0’8889 0’8735 0’8208 0’7585 0’6875
1’0000 079999 079995 0’9984 0’9961 0’9919 0’9876 0’9850 0’9744 0’9590 0’9375

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

Y

0’9510 0’7738 075905 074437 0’3277 072373 0’1681 07’1317 0’1160 070778 0’0503 070312
0’9990 0’9774 0’9185 0’8352 0’7373 0’6328 0’5282 0’4609 0’4284 0’3370 0’2562 0’1875
1’0000 0’9988 0’9914 0’9734 0’9421 0’8965 0’8369 0’7901 0’7648 0’6826 0’5931 0’5000
1’0000 079995 0’9978 0’9933 0’9844 0’9692 0’9547 0’9460 0’9130 0’8688 0’8125

1’0000 09999 079997 0’9990 0’9976 0’9959 0’9947 0’9898 0’9815 0’9688

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

(=2

0’9415 0°7351 0’5314 0’3771 0°2621 071780 0’1176 0’0878 0’0754 0’0467 0°0277 0°0156
0’9986 0’9672 0’8857 0’7765 0’6553 0’5339 0’4202 0’3512 0’3191 0’2333 0’1636 0’1094
1’0000 0’9978 0’9842 0’9527 0’9011 0’8306 0’7443 0’6804 0’6471 0’5443 0’4415 0’3438
0’9999 0’9987 0’9941 0’9830 0’9624 0’9295 0’8999 0’8826 0’8208 0’7447 0’6562

1’0000 0’9999 0’9996 0’9984 0’9954 0’9891 079822 0’9777 0’9590 0’9308 0’8906

1’0000 1’0000 079999 0’9998 079993 0’9986 0’9982 0’9959 0’9917 0’9844

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

-

079321 0’6983 074783 0’32116 0°2097 071335 0’0824 0’0585 0’0490 070280 0’0152 070078
0’9980 0’9556 0’8503 0’7166 0’5767 0’4449 0’3294 0’2634 0’2338 0’1586 0’1024 0’0625
1’0000 079962 0’9743 0’9262 0’8520 0’7564 0’6471 0’5706 0’5323 0’4199 0’3164 0’2266
0’9998 0’9973 0’9879 0’9667 079294 0’8740 0’8267 0’8011 0’7102 0’6083 0’5000

1’0000 0’9998 0’9988 0’9953 0’9871 0’9712 0’9547 0’9444 0’9037 0’8471 0’7734

1’0000 079999 079996 0’9987 0’9962 0’9931 0’9910 0’9812 0’9643 0’9375

1’0000 1’0000 0’9999 0’9998 0’9995 0’9994 0’9984 0’9963 0’9922

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

o0

079227 0’6634 074305 0’2725 0’1678 071001 0’0576 0’0390 0’0319 070168 0’0084 070039
0’9973 0’9428 0’8131 0’6572 0’5033 0’3671 0’2553 0’1951 0’1691 0’1064 0’0632 0’0352
0’9999 0’9942 0’9619 0’8948 0’7969 0’6785 0’5518 0’4682 0’4278 0’3154 0’2201 0’1445
1’0000 079996 0’9950 0’9786 0’9437 0’8862 0’8059 0’7413 0’7064 0’5941 0’4770 0’3633
1’0000 079996 0’9971 0’9896 0’9727 0’9420 0’9121 0’8939 0’8263 0’7396 0’6367

1’0000 079998 0’9988 0’9958 079887 0’9803 0’9747 0’9502 0’9115 0’8555

1’0000 0’9999 0’9996 0’9987 0’9974 0’9964 0’9915 0’9819 0’9648

1’0000 1’0000 0’9999 0.9998 0’9998 0’9993 0’9983 0’9961

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

e

0’9135 0’6302 073874 0’2316 0’1342 0°0751 0’0404 0’0260 0’0207 0°0I01 0’0046 070020
0’9965 0’9288 0’7748 0’5995 0’4362 0’3003 0’1960 0’1431 0’1211 0’0705 0’0385 0’0195
0’9999 0’9916 0’9470 0’8591 0’7382 0’6007 0’4628 0’3772 0’3373 0’2318 0’1495 0’0898
1’0000 079994 0’9917 0’9661 0’9144 0’8343 0’7297 0’6503 0’6089 0’4826 0’3614 0’2539
1’0000 0’9991 0’9944 0’9804 0’9511 0’9012 0’8552 0’8283 0’7334 0’6214 0’5000

0’9999 0’9994 0’9969 0’9900 0’9747 0’9576 0’9464 0’9006 0’8342 0’7461

1’0000 1’0000 0’9997 0’9987 0’9957 0’9917 0’9888 0’9750 0’9502 0’9102

1’0000 0’9999 0’9996 0’9990 0’9986 0’9962 0’9909 0’9805

1’0000 1’0000 0’9999 0’9999 0’9997 079992 0’9980

1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000

|
(=]

079044 0’5987 073487 0’1969 0’1074 070563 0’0282 0’0173 0’0135 0’0060 0’0025 0°0010
0’9958 0’9139 0’7361 0’5443 0’3758 0’2440 0’1493 0’1040 0’0860 0’0464 0’0233 0’0107
1’0000 0’9885 0’9298 0’8202 0’6778 0’5256 0’3828 0’2991 0’2616 0’1673 0’0996 0’0547
0’9990 0’9872 0’9500 0’8791 0’7759 0’6496 0’5593 0’5138 0’3823 0’2660 0’1719
0’9999 0’9984 0’9901 0’9672 0’9219 0’8497 0’7869 0’7515 0’6331 0’5044 0’3770

1’0000 0’9999 0’9986 0’9936 0’9803 0’9527 0’9234 0’9051 0’8338 0’7384 0’6230

1°0000 0’9999 0’9991 0’9965 0’9894 0’9803 0’9740 0’9452 0’8980 0’8281

1’0000 079999 0’9996 0’9984 0’9966 0’9952 0’9877 0’9726 0’9453

1°0000 1’0000 0’9999 0’9996 0’9995 0’9983 0’9955 0’9893

1’0000 1’0000 1’0000 0’9999 0’9997 0’9990

1’0000 1’0000 1’0000
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0’1

0’2

0’3

0’4

0’5

0’6

0’7

0’8

0’9

1’0

11

1’2

1’3

14

0’905
0’995
1’000

0’819
0’982
07999
1’000

0’741
0’963
0’996
1’000

0’670
0’938
0’992
0’999
1’000

0’611
0’910
0’986
0’998
1’000

0’549
0’878
0’977
0’997
1’000

0’497
0’844
0’966
0’994
0’999
1’000

0’449
0’809
0’953
0’991
0’999
1’000

0’407
0’772
0’937
0’987
07998
1’000

0’368
0’736
0’920
0’981
0’996
0’999
1’000

0’333
0’699
0’900
0’974
0’995
0’999
1’000

0’301
0’663
0’879
0’966
0’992
0’998
1’000

0’273
0’627
0’857
0’957
0’989
0’998
1’000

0'247
0’592
0’833
0’946
0’986
0’997
0’999
1’000

1’5

1’6

17

1’8

1’9

2’0

2°2

274

2’6

2’8

3’0

3’2

34

3’6

© W N R W N = OFNN O W N = O
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0’223
0’558
0’809
0’934
0’981
0’996
0’999
1’000

0’202
0’525
0’783
0’921
0’976
0’994
0’999
1’000

0’183
0’493
0’757
0’907
0’970
0’992
0’998
1’000

0’165
0’463
0’731
0’891
0’964
0’990
0’997
0’999
1’000

0’150
0’434
0’704
0’875
0’956
0’987
0’997
0’999
1’000

0’135
0’406
0’677
0’857
0’947
0’983
0’995
0’999
1’000

0’111
0’355
0’623
0’819
0’928
0’975
0’993
0’998
1’000

0’091
0’308
0’570
0’779
0’904
0’964
0’988
0’997
0’999
1’000

0’074
0’267
0’518
0’736
0’877
0’951
0’983
0’995
0’999
1’000

0’061
0’231
0’469
0’692
0’848
0’935
0’976
0’992
0’998
0’999
1’000

0’050
0’199
0’423
0647
0’815
0’916
0’966
0’988
0’996
0’999
1°000

0’041
0’171
0’380
0’603
0’781
0’895
0’955
0’983
0’994
07998
1’000

0’033
0’147
0’340
0’558
0’744
0’871
0’942
0’977
0’992
0’997
0’999
1’000

0027
0’126
0’303
0’515
0’706
0’844
0’927
0’969
0’988
0’996
0’999
1’000

Eol

3’8

4’0

4’2

4’4

4’6

4’8

5’0
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5'4

5’6

5’8

6’0

6’5
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0’022
0’107
0’269
0473
0’668
0’816
0’909
0’960
0’984
0’994
0’998
0’999
1’000

0’018
0’092
0’238
0’433
0’629
0’785
0’889
0’949
0’979
0’992
0’997
0’999
1’000

0’015
0’078
0’210
0’395
0’590
0’753
0’867
0’936
0’972
0’989
0’996
0’999
1’000

0’012
0’066
0’185
0’359
0’551
0’720
0’844
0’921
0’964
0’985
0’994
0’998
0’999
1’000

0’010
0’056
0’163
0’326
0’513
0’686
0’818
0’905
0’955
0’980
0’992
0’997
0’999
1°000

0’008
0’048
0’143
0’294
0’476
0’651
0’791
0’887
0’944
0’975
0’990
0’996
07999
1’000

0’007
0’040
0’125
0’265
0’440
0’616
0’762
0’867
0’932
0’968
0’986
0’995
0’998
0’999
1’000

0’006
0’034
0’109
0’238
0’406
0’581
0’732
0’845
0’918
0’960
0’982
0’993
0’997
0’999
1’000

0’005
0’029
0’095
0’213
0’373
0’546
0’702
0’822
0’903
0’951
0’977
07990
0’996
0’999
0’999
1’000

0’004
0’024
0’082
0’191
0’342
0’512
0’670
0’797
0’886
0’941
0’972
0’988
0’995
0’998
0’999
1’000

0’003
0’021
0’072
0’170
0’313
0’478
0’638
0’771
0’867
0’929
0’965
0’984
0’993
0997
0’999
1’000

0’002
0’017
0’062
0’151
0’285
0’446
0’606
0’744
0’847
0’916
0’957
0’980
0’991
0’996
0’999
0’999
1’000

0’002
0’011
0’043
0’112
0’223
0’369
0’527
0’673
0’792
0’877
0’933
0’966
0’984
0’993
0’997
0’999
1’000

0’001
0’007
0’030
0’082
0’173
0’301
0’450
0’599
0’730
0’830
0’901
0’947
0’973
0’987
0’994
0’998
0’999
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Tabla

Estadisticas

B.3: Distribucién Normal

0

0’01

0’02

0’03

0’04

0’05

0’06

0’07

0’08

0’09

0’1
0’2
0’3
0’4
0’5
0’6
0’7
0’8
0’9

1’1
1’2
1’3
1’4
1’5
1’6
7
1’8
1’9

2’1
22
2’3
24
2’5
2’6
2’7
2’8
2’9

3’1
3’2
3’3
3’4
3’5
3’6
3’7
3’8
3’9

0’5000
0’5398
0’5793
0’6179
0’6554
0’6915
0’7257
0’7580
0’7881
0’8159
0’8413
0’8643
0’8849
0’9032
0’9192
0’9332
079452
0’9554
0’9641
0’9713
0’9772
0’9821
0’9861
0’9893
0’9918
079938
0’9953
0’9965
0’9974
0’9981
0’9987
079990
0’9993
079995
0’9997
0’9998
079998
079999
079999
1’0000

075040
0’5438
0’5832
0’6217
0’6591
0’6950
0’7291
0’7611
0’7910
0’8186
0’8438
0’8665
0’8869
079049
0’9207
0’9345
0’9463
0’9564
0’9649
0’9719
0’9778
0’9826
0’9864
0’9896
079920
079940
0’9955
0’9966
0’9975
079982
0’9987
0’9991
079993
0’9995
079997
0’9998
079998
079999
0’9999
1’0000

0’5080
0’5478
0’5871
0’6255
0’6628
0’6985
0’7324
0’7642
0’7939
0’8212
0’8461
0’8686
0’8888
0’9066
079222
0’9357
0’9474
0’9573
0’9656
0’9726
0’9783
079830
0’9868
0’9898
079922
0’9941
0’9956
0’9967
0’9976
079982
0’9987
0’9991
0’9994
0’9995
079997
0’9998
079999
079999
079999
1’0000

0’5120
0’5517
0’5910
0’6293
0’6664
0’7019
0’7357
0’7673
0’7967
0’8238
0’8485
0’8708
0’8907
0’9082
0’9236
0’9370
0’9484
0’9582
0’9664
0’9732
0’9788
0’9834
0’9871
0’9901
0’9925
079943
0’9957
079968
0’9977
079983
079988
0’9991
079994
079996
0’9997
0’9998
079999
079999
079999
1’0000

0’5160
0’5557
0’5948
0’6331
0’6700
0’7054
0’7389
0’7704
0’7995
0’8264
0’8508
0’8729
0’8925
0’9099
0’9251
079382
0’9495
0’9591
0’9671
0’9738
0’9793
0’9838
0’9875
0’9904
079927
079945
0’9959
079969
0’9977
079984
079988
079992
079994
0’9996
079997
0’9998
079999
079999
0’9999
1’0000

0’5199
0’5596
0’5987
0’6368
0’6736
0’7088
0’7422
0’7734
0’8023
0’8289
0’8531
0’8749
0’8944
0’9115
079265
0’9394
0’9505
0’9599
0’9678
0’9744
0’9798
079842
0’9878
0’9906
079929
0’9946
079960
0’9970
0’9978
0’9984
079989
079992
0’9994
079996
0’9997
0’9998
079999
079999
079999
1’0000

0’5239
0’5636
0’6026
0’6406
0’6772
0’7123
0’7454
0’7764
0’8051
0’8315
0’8554
0’8770
0’8962
0’9131
0’9279
079406
0’9515
079608
0’9686
0’9750
0’9803
0’9846
0’9881
0’9909
0’9931
079948
0’9961
0’9971
0’9979
0’9985
0’9989
079992
0’9994
079996
079997
0’9998
079999
079999
079999
1’0000

0’5279
0’5675
0’6064
0’6443
0’6808
0’7157
0’7486
0’7794
0’8078
0’8340
0’8577
0’8790
0’8980
0’9147
0’9292
0’9418
0’9525
0’9616
0’9693
0’9756
079808
0’9850
0’9884
0’9911
079932
079949
0’9962
079972
0’9979
079985
0’9989
079992
079995
0’9996
079997
0’9998
0’9999
079999
0’9999
1’0000

0’5319
0’5714
0’6103
0’6480
0’6844
0’7190
0’7517
0’7823
0’8106
0’8365
0’8599
0’8810
0’8997
0’9162
0’9306
079429
0’9535
0’9625
0’9699
0’9761
0’9812
0’9854
0’9887
0’9913
079934
0’9951
0’9963
0’9973
079980
079986
079990
079993
079995
079996
0’9997
0’9998
079999
079999
079999
1’0000

0’5359
0’5753
0’6141
0’6517
0’6879
0’7224
0’7549
0’7852
0’8133
0’8389
0’8621
0’8830
0’9015
0’9177
0’9319
0’9441
0’9545
0’9633
0’9706
0’9767
0’9817
0’9857
079890
0’9916
0’9936
079952
0’9964
0’9974
079981
0’9986
079990
079993
0’9995
079997
079998
0’9998
079999
079999
079999
1’0000




Tabla B.4: Puntos Criticos: Distribucién

t de Student
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0’9995

0’995

0’9875

0’975

0’95

0’875

0’85

0’8

0’75

0’7

0’65

0’6

0’55
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636’58
31’600
127924
8’6101
6’8685
5’9587
5’4081
5’0414
4’7809
4’5868
4’4369
4’3178
4’2209
4’1403
4’0728
4’0149
3’9651
3’9217
3’8833
3’8496
3’8193
3’7922
3’7676
3’7454
3’7251
3’7067
3’6895
3’6739
3’6595
3’6460
3’5911
3’5510
374960
374602
3’4164
3’3905
3’3734

63’656
979250
5’8408
4’6041
4’0321
3’7074
374995
3’3554
3’2498
3’1693
3’1058
3’0545
3’0123
2’9768
2’9467
2’9208
2’8982
2’8784
2’8609
2’8453
2’8314
2’8188
2’8073
2’7970
2’7874
27787
2’7707
2’7633
2’7564
2’7500
2’7238
2’7045
2°6778
2’6603
2’6387
2’6259
2’6174

25’452
6’2054
4’1765
3’4954
3’1634
279687
2’8412
2’7515
2’6850
276338
2’5931
275600
2’5326
2’5096
274899
274729
274581
274450
274334
274231
274138
274055
2’3979
273910
2’3846
2’3788
2’3734
2’3685
2’3638
2’3596
273420
273289
2’3109
272990
2’2844
2'2757
272699

12°706
4’3027
3’1824
2'7T765
2’5706
274469
2’3646
273060
22622
272281
2’2010
271788
271604
21448
271315
2’1199
271098
271009
270930
2’0860
2’0796
2’0739
2’0687
2’0639
2’0595
2’0555
2’0518
2’0484
270452
270423
2°0301
2’0211
2’0086
270003
1’9901
1'9840
1’9799

6’3137
2’9200
2’3534
2’1318
2’0150
1'9432
1’8946
1’8595
1’8331
1’8125
1’7959
1'7823
1’7709
1’7613
1’7531
1'7459
1’7396
1’7341
1'7291
17247
1’7207
17171
1’7139
1’7109
1’7081
1’7056
1’7033
1’7011
1°6991
1'6973
1’6896
1'6839
1'6759
1'6706
1'6641
1'6602
1’6576

24142
1’6036
14226
1’3444
1’3009
1'2733
1'2543
1'2403
1’2297
1’2213
1'2145
1’2089
1°2041
1’2001
1’1967
1’1937
1’1910
1°1887
1’1866
1'1848
1’1831
1’1815
1’1802
1'1789
1777
1’1766
1’1756
1’1747
1'1739
1’1731
1’1698
1’1673
1’1639
1’1616
1’1588
1’1571
1’1559

1’9626
1’3862
1'2498
1’1896
1’1558
1’1342
1°1192
1’1081
1’0997
1’0931
1’0877
1’0832
1’0795
1’0763
1’0735
1’0711
1’0690
1°0672
1’0655
1’0640
1’0627
1’0614
1’0603
1’0593
1°0584
1’0575
1’0567
1’0560
1’0553
1°0547
1’0520
1’0500
1’0473
1°0455
1’0432
1°0418
1’0409

1’3764
1’0607
0’9785
0’9410
0’9195
0’9057
0’8960
0’8889
0’8834
0’8791
0’8755
0’8726
0’8702
0’8681
0’8662
0’8647
0’8633
0’8620
0’8610
0’8600
0’8591
0’8583
0’8575
0’8569
0’8562
0’8557
0’8551
0’8546
0’8542
0’8538
0’8520
0’8507
0’8489
0’8477
0’8461
0’8452
0’8446

1’0000
0’8165
0’7649
0’7407
0’7267
0’7176
0’7111
0’7064
0’7027
0’6998
0’6974
0’6955
0’6938
0’6924
0’6912
0’6901
0’6892
0’6884
0’6876
0’6870
0’6864
0’6858
0’6853
0’6848
0’6844
0’6840
0’6837
0’6834
0’6830
0’6828
0’6816
0’6807
0’6794
0’6786
0’6776
0’6770
0’6765

0’7265
06172
0’5844
0’5686
0’5594
0’5534
0’5491
0’5459
0’5435
0’5415
0’5399
0’5386
0’5375
0’5366
0’5357
0’5350
0’5344
0’5338
0’5333
0’5329
0’5325
0’5321
0’5317
0’5314
0’5312
0’5309
0’5306
0’5304
0’5302
0’5300
0’5292
0’5286
0’5278
0’5272
0’5265
0’5261
0’5258

0’5095
0’4447
074242
0’4142
0’4082
074043
0’4015
0’3995
0’3979
0’3966
0’3956
0’3947
073940
0’3933
0’3928
0’3923
0’3919
0’3915
0’3912
073909
0’3906
0’3904
0’3902
0’3900
0’3898
0’3896
0’3894
0’3893
0’3892
073890
0’3885
0’3881
0’3875
0’3872
0’3867
0’3864
0’3862

073249
0’2887
0’2767
0’2707
0’2672
072648
0’2632
0’2619
0’2610
072602
0’2596
0’2590
0’2586
0’2582
0’2579
0’2576
0’2573
0’2571
0’2569
0’2567
0’2566
0’2564
0’2563
0’2562
0’2561
0’2560
0’2559
0’2558
0’2557
0’2556
0’2553
0’2550
072547
0’2545
072542
0’2540
0’2539

0’1584
0’1421
0’1366
0’1338
0’1322
0’1311
0’1303
0’1297
0’1293
0’1289
0’1286
0’1283
0’1281
0’1280
0’1278
0’1277
0’1276
0’1274
0’1274
0’1273
0’1272
0’1271
0’1271
0’1270
0’1269
0’1269
0’1268
0’1268
0’1268
0’1267
0’1266
0’1265
0’1263
0’1262
0’1261
0’1260
0’1259
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Tabla B.5:

Puntos Criticos: Distribucién

X2

079995

0’995

0’9875

0’975

0’95

0’875

0’85

0’8

0’75

0’7

0’65

0’6

0’55
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120

12’115
15’201
17731
19998
22’106
24’102
26’018
27’867
29’667
31’419
33’138
34’821
36’477
38’109
39°717
41’308
42’881
44’434
45’974
47498
49’010
50’510
51’999
53’478
54’948
56’407
57’856
59’299
60’734
62’160
69’197
76’096
89’560
102’70
128’26
153’16
177°60

78794
10’597
12’838
14’860
16’750
18’548
20278
21’955
23’589
25’188
26’757
28’300
29’819
31’319
32’801
34’267
35’718
37’156
38’582
39’997
417401
42’796
44’181
45’558
46’928
48’290
49’645
50’994
52’335
53’672
60’275
66’766
79’490
91’952
116’32
140’17
163’65

6’2385
8’7641
10’861
12762
14’544
16’244
17’885
19’478
21’034
22’558
24’056
25’530
26’985
28’422
29’843
31’250
32’644
34’027
35’399
36’760
38’113
39’458
40’794
42’124
43’446
44’762
46’071
47’375
48’674
49’967
56’365
62’665
75’039
87184
110’99
134’34
157’37

5’0239
7’3778
9’3484
11’143
12’832
14’449
16’013
17535
19°023
20’483
21’920
23’337
24’736
26’119
277488
28’845
30’191
31’526
32’852
34’170
35’479
36’781
38’076
39’364
40’646
41’923
43’195
44’461
45’722
46’979
53’203
59’342
71’420
837298
106’63
129’56
152’21

3’8415
5’9915
7’8147
9’4877
11°070
12592
14’067
15’507
16’919
18’307
19°675
21’026
22’362
23’685
24’996
26’296
27’587
28’869
30’144
31’410
32’671
33’924
35’172
36’415
37°652
38’885
40’113
41’337
42’557
43’773
49’802
55’758
67’505
79°082
101’88
124’34
146’57

2’3535
4’1589
5’7394
7’2140
8’6248
9’9917
11’326
12’636
13’926
15’198
16’457
17703
18’939
20’166
21’384
22’595
23’799
24’997
26’189
27’376
28’559
29'737
30’911
32’081
33247
34’410
35’570
36727
37’881
39’033
44’753
50’424
61’647
72’751
94’709
116’43
137’99

2’0722
377942
5’3170
6’7449
8’1152
9’4461
10°748
127027
13’288
14’534
15’767
16’989
18’202
197406
20’603
21°793
22’977
24’155
25’329
26’498
27°662
28’822
29’979
31’132
327282
33’429
34’574
35’715
36’854
377990
43’640
49’244
60’346
71’341
93’106
114’66
136’06

1°6424
3’2189
4’6416
5’9886
7’2893
8’5581
9’8032
11°030
12’242
13’442
14’631
15’812
16’985
18’151
19’311
20’465
21’615
22’760
23’900
25’038
26’171
27°301
28429
29’553
30’675
31’795
327912
34’027
35’139
367250
41°778
477269
58’164
68’972
90’405
111’67
132’81

1°3233
2’7726
4’1083
5’3853
6’6257
7°8408
9’0371
10’219
11’389
127549
13’701
14’845
15’984
17117
18’245
19’369
20489
21’605
22’718
23’828
24’935
26’039
27141
28’241
29’339
30’435
31’528
327620
33’711
34’800
407223
45’616
56’334
66’981
88’130
109’14
130’05

1’0742
2’4079
3’6649
4’8784
6’0644
72311
8’3834
9’5245
10’656
11’781
127899
14’011
15’119
167222
17322
18’418
19’511
20’601
21’689
22’775
23’858
24’939
26’018
27’096
28’172
29246
30’319
31’391
32’461
33’530
38’859
44’165
54’723
657226
86’120
106’91
127’62

0’8735
2’0996
3’2831
4’4377
5’5731
6’6948
7’8061
8’9094
10’006
11°097
127184
13’266
14’345
15’421
16’494
17°565
18’633
19’699
20’764
21’826
22’888
23’947
25’006
26’063
27'118
28’173
29227
307279
31’331
32’382
377623
42’848
53’258
637628
84’284
104’86
125’38

0’7083
1’8326
279462
4’0446
5’1319
6’2108
72832
8’3505
9’4136
107473
11’530
12’584
13’636
14’685
15’733
16’780
17°824
18’868
19’910
20’951
217992
23’031
24’069
25’106
26’143
27’179
28’214
29’249
307283
31’316
36’475
417622
51’892
62’135
82’566
102’95
123’29

0’5707
1’5970
276430
3’6871
4’7278
5’7652
6’8000
7’8325
8’8632
9’8922
10’920
11’946
12’972
13’996
15’020
16’042
17°065
18’086
19’107
20’127
21’147
22’166
23’185
24’204
257222
26’240
277257
28’274
29’291
30’307
35’386
40’459
50’592
60’713
80’927
101°11
121’28
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Tabla B.6: Puntos Criticos: Distribucién x?

0,5 0,45 0,4 0,35 0,3 0,25 0,2 0,15 0,125 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005

0,4549 0,3573 0,2750 0,2059 0,1485 0,1015 0,0642 0,0358 0,0247 0,0158 0,0039 0,0010 0,0002 0,0000
1,3863 1,1957 1,0217 0,8616 0,7133 0,5754 0,4463 0,3250 0,2671 0,2107 0,1026 0,0506 0,0201 0,0100
2,3660 2,1095 1,8692 1,6416 1,4237 1,2125 1,0052 0,7978 0,6924 0,5844 0,3518 0,2158 0,1148 0,0717
3,3567 3,0469 2,7528 2,4701 2,1947 1,9226 1,6488 1,3665 1,2188 1,0636 0,7107 0,4844 0,2971 0,2070
4,3515 3,9959 3,6555 3,3251 2,9999 2,6746 2,3425 1,9938 1,8082 1,6103 1,1455 0,8312 0,5543 0,4118
5,3481 4,9519 4,5702 4,1973 3,8276 3,4546 3,0701 2,6613 2,4411 2,2041 1,6354 1,2373 0,8721 0,6757
6,3458 5,9125 5,4932 5,0816 4,6713 4,2549 3,8223 3,3583 3,1063 2,8331 2,1673 1,6899 1,2390 0,9893
7,3441 6,8766 6,4226 5,9753 5,5274 5,0706 4,5936 4,0782 3,7965 3,4895 2,7326 2,1797 1,6465 1,3444
8,3428 7,8434 7,3570 6,8763 6,3933 5,8988 5,3801 4,8165 4,5070 4,1682 3,3251 2,7004 2,0879 1,7349
09,3418 8,8124 8,2955 7,7832 7,2672 6,7372 6,1791 5,5701 5,2341 4,8652 3,9403 3,2470 2,5582 2,1558
11[10,341 9,7831 9,2373 8,6952 8,1479 7,5841 6,9887 6,3364 5,9754 5,5778 4,5748 3,8157 3,0535 2,6032
12[11,340 10,755 10,182 9,6115 9,0343 8,4384 7,8073 7,1138 6,7288 6,3038 5,2260 4,4038 3,5706 3,0738
13[12,340 11,729 11,129 10,532 9,9257 9,2991 8,6339 7,9008 7,4929 7,0415 5,8919 5,0087 4,1069 3,5650
14[13,339 12,703 12,078 11,455 10,821 10,165 9,4673 8,6963 8,2662 7,7895 6,5706 5,6287 4,6604 4,0747
15(14,339 13,679 13,030 12,381 11,721 11,037 10,307 9,4993 9,0479 8,5468 7,2609 6,2621 5,2294 4,6009
16[15,338 14,656 13,983 13,310 12,624 11,912 11,152 10,309 9,8370 9,3122 7,9616 6,9077 5,8122 5,1422
17[16,338 15,633 14,937 14,241 13,531 12,792 12,002 11,125 10,633 10,085 8,6718 7,5642 6,4077 5,6973
18[17,338 16,611 15,893 15,174 14,440 13,675 12,857 11,946 11,435 10,865 9,3904 8,2307 7,0149 6,2648
19(18,338 17,589 16,850 16,109 15,352 14,562 13,716 12,773 12,242 11,651 10,117 8,9065 7,6327 6,8439
20(19,337 18,569 17,809 17,046 16,266 15,452 14,578 13,604 13,055 12,443 10,851 9,5908 8,2604 7,4338
21/20,337 19,548 18,768 17,984 17,182 16,344 15,445 14,439 13,873 13,240 11,591 10,283 8,8972 8,0336
22(21,337 20,529 19,729 18,924 18,101 17,240 16,314 15,279 14,695 14,041 12,338 10,982 9,5425 8,6427
23(22,337 21,510 20,690 19,866 19,021 18,137 17,187 16,122 15,521 14,848 13,091 11,689 10,196 9,2604
24/23,337 22,491 21,652 20,808 19,943 19,037 18,062 16,969 16,351 15,659 13,848 12,401 10,856 9,8862
25(24,337 23,472 22,616 21,752 20,867 19,939 18,940 17,818 17,184 16,473 14,611 13,120 11,524 10,520
26(25,336 24,454 23,579 22,697 21,792 20,843 19,820 18,671 18,021 17,292 15,379 13,844 12,198 11,160
27/26,336 25,437 24,544 23,644 22,719 21,749 20,703 19,527 18,861 18,114 16,151 14,573 12,878 11,808
28(27,336 26,419 25,509 24,591 23,647 22,657 21,588 20,386 19,704 18,939 16,928 15,308 13,565 12,461
29(28,336 27,402 26,475 25,539 24,577 23,567 22,475 21,247 20,550 19,768 17,708 16,047 14,256 13,121
30(29,336 28,386 27,442 26,488 25,508 24,478 23,364 22,110 21,399 20,599 18,493 16,791 14,953 13,787
35/34,336 33,306 32,282 31,246 30,178 29,054 27,836 26,460 25,678 24,797 22,465 20,569 18,509 17,192
40(39,335 38,233 37,134 36,021 34,872 33,660 32,345 30,856 30,008 29,051 26,509 24,433 22,164 20,707
5049,335 48,099 46,864 45,610 44,313 42,942 41,449 39,754 38,785 37,689 34,764 32,357 29,707 27,991
60(59,335 57,978 56,620 55,239 53,809 52,294 50,641 48,759 47,680 46,459 43,188 40,482 37,485 35,534
80(79,334 77,763 76,188 74,583 72,915 71,145 69,207 66,994 65,722 64,278 60,391 57,153 53,540 51,172
100(99,334 97,574 95,808 94,005 92,129 90,133 87,945 85,441 83,999 82,358 77,929 74,222 70,065 67,328
120(119,33 117,40 115,46 113,48 111,42 109,22 106,81 104,04 102,44 100,62 95,705 91,573 86,923 83,852
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Tabla B.7: Distribucién F de

Snedecor (p

= 05)

ni

3
N

1 2

3

4

5

6

7

8 9

10

11

12

13

14

15

16

© 00 N D Ut W N =

e e e
DG W N = O

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120

1’000 1’500
0’667 1’000
0’585 0’881
0’549 0’828
0’528 0’799
0’515 0’780
0’506 0’767
0’499 0’757
0’494 0’749
0’490 0’743
0’486 0’739
0’484 0’735
0’481 0’731
0’479 0°729
0’478 0’726
0’476 0’724
0’475 0°722
0’474 0’721
0’473 0’719
0’472 0’718
0’471 0’717
0’470 0’715
0’470 0’714
0’469 0’714
0’468 0’713
0’468 0’712
0’467 0’711
0’467 0’711
0’467 0’710
0’466 0’709
0’465 0’707
0’463 0’705
0’462 0’703
0’460 0’701
0’460 0’700
0’459 0’699
0’459 0’699
0’458 0’698
0’458 0’697
0’455 0’693

1’709
1’135
1’000
0’941
0’907
0’886
0’871
0’860
0’852
0’845
0’840
0’835
0’832
0’828
0’826
0’823
0’821
0’819
0’818
0’816
0’815
0’814
0’813
0’812
0’811
0’810
0’809
0’808
0’808
0’807
0’804
0’802
0’800
0’798
0’796
0’795
0’795
0’794
0’793
0’789

1’823
1°207
1’063
1’000
0’965
0’942
0’926
0’915
0’906
0’899
0’893
0’888
0’885
0’881
0’878
0’876
0’874
0’872
0’870
0’868
0’867
0’866
0’864
0’863
0’862
0’861
0’861
0’860
0’859
0’858
0’856
0’854
0’851
0’849
0’847
0’846
0’846
0’845
0’844
0’839

1’894
1’252
1’102
1’037
1’000
0’977
0’960
0’948
0’939
0’932
0’926
0’921
0’917
0’914
0’911
07908
0’906
0’904
07902
0’900
0’899
0’898
0’896
0’895
0’894
0’893
0’892
0’892
0’891
0’890
0’887
0’885
0’882
0’880
0’879
0’878
0’877
0’876
0’875
0’870

1'942
1'282
1’129
1°062
1°024
1’000
0’983
0’971
0’962
0’954
0’948
0’943
0’939
0’936
0’933
0’930
0’928
0’926
0’924
0’922
0’921
0’919
0’918
0’917
0’916
0’915
0’914
0’913
0’912
0’912
0’909
0’907
0’903
0’901
0’900
0’899
0’898
0’897
0’896
0’891

1’977
1’305
1°148
1’080
1’041
1’017
1’000
0’988
0’978
0’971
0’964
0’959
0’955
0’952
07949
0’946
0’943
0’941
0’939
0’938
0’936
0’935
0’934
0’932
0’931
0’930
0’930
0’929
0’928
0’927
0’924
0’922
0’919
0’917
0’915
0’914
0’913
0’913
0’912
0’907

2’004 2’025
1'321 1’334
1’163 1’174
1’093 1’104
1°055 1’065
1’030 1’040
1’013 1’022
1’000 1°010
0’990 1’000
0’983 07992
0’977 0’986
0’972 0’981
0’967 0’977
0’964 0’973
0’960 0’970
0’958 0’967
0’955 0’965
0’953 0’962
0’951 0’961
0’950 0’959
0’948 0’957
0’947 0’956
0’945 0’955
0’944 0’953
0’943 0’952
0’942 0’951
0’941 0’950
0’940 0’950
07940 0’949
0’939 07948
0’936 0’945
0’934 0’943
0’930 0’940
0’928 0’937
0’927 0’936
0’926 0’935
0’925 0’934
0’924 0’933
0’923 0’932
0’918 0’927

2’042
1’345
1'183
1’113
1’073
1°048
1’030
1’018
1’008
1’000
0’994
0’989
0’984
0’981
0’977
0’975
0’972
0’970
0’968
0’966
0’965
0’963
0’962
0’961
0’960
0’959
0’958
0’957
0’956
0’955
0’952
0’950
0’947
0’945
0’943
0’942
0’941
0’940
0’939
0’934

2’056
1’354
1’191
1’120
1’080
1’054
1’037
1’024
1’014
1’006
1’000
0’995
0’990
0’987
0’983
0’981
0’978
0’976
0974
0’972
0’971
0’969
0’968
0’967
0’966
0’965
0’964
0’963
0’962
0’961
0’958
0’956
0’953
0’951
0’949
0’948
0’947
0’946
0’945
0’940

2’067
1’361
1°197
1'126
1’085
1’060
1°042
1’029
1’019
1’012
1’005
1’000
0’996
0’992
0’989
0’986
0’983
0’981
0’979
0’977
0’976
0’974
0’973
0’972
0’971
0’970
0’969
0’968
0’967
0’966
0’963
0’961
0’958
0’956
0’954
0’953
0’952
0’951
0’950
0’945

2’077
1'367
1’203
1'131
1°090
1’065
1°047
1’034
1°024
1’016
1’010
1’004
1’000
0’996
0’993
0’990
0’988
0’985
0’984
0’982
0’980
0’979
0’977
0’976
0’975
0’974
0’973
0’972
0’971
0’971
0’968
0’965
0’962
0’960
0’958
0’957
0’956
0’956
0’955
0’949

2’086
1’372
1’207
1’135
1’094
1’069
1’051
1’038
1’028
1’020
1’013
1’008
1’004
1’000
0’997
0’994
0’991
0’989
0’987
0’985
0’984
0’982
0’981
0’980
0’979
0’978
0’977
0’976
0’975
0’974
0’971
0’969
0’966
0’964
0’962
0’961
0’960
0’959
0’958
0’953

2’093
1377
1’211
1’139
1°098
1’072
1°054
1’041
1’031
1°023
1’017
1’012
1’007
1’003
1’000
0’997
0’995
0’992
0’990
0’989
0’987
0’986
0’984
0’983
0’982
0’981
0’980
0’979
0’978
0’978
0’974
0'972
0’969
0’967
0’965
0’964
0’963
0’962
0’961
0’956

2’100
1’381
1’215
1’142
1’101
1’075
1’057
1’044
1’034
1’026
1°020
1’014
1’010
1’006
1’003
1’000
0’997
0’995
0’993
0’992
07990
07988
0’987
0’986
0’985
0’984
0’983
07982
0’981
0’980
0’977
0’975
0’972
0’969
0’968
0’967
0’966
0’965
0’964
0’959




Tabla B.8: Distribucion F de

Snedecor (p = 0’5)
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mni

3
N}

17

18

19

20

25

30

35

40

45

50

60

70

80

90

120
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120
oS}

2’105
1’385
1’218
1’145

2’110
1'388
1220
1°147

1’104 1’106

1’078
1’060

1’080
1°062

1°047 1°049
1’037 1’039

1’029
1’022
1’017
1°012
1’009
1’005
1’003
1’000
07998
0’996
0’994
07992
0’991
0’990
0’988

1’031
1°025
1’019
1’015
1’011
1’008
1’005
1’002
1’000
0’998
0’996
0’995
0’993
0’992
0’991

0’987 0’989

0’986
0’985
0’984
0’984
0’983
07980

0’988
0’988
0’987
0’986
0’985
0’982

0’977 0’980
0’974 0’976

0’972
0’970
0’969
07968
0’968
0’966
0’961

0’974
0’972
0’971
0’970
0’970
0’969
0’963

2’115
1’391
1’223
1’150
1’109
1’083
1’064
1’051
1’041
1’033
1’027
1’021
1’017
1’013
1’010
1’007
1’004
1’002
1’000
0’998
0’997
0’995
0’994
0’993
0991
0’990
0’989
0’989
0’988
0’987
0’984
0’981
0’978
0’976
0’974
0’973
0’972
0’972
0’971
0’965

2’119
1’393
1225
1’152
1’111
1°084
1’066
1’053
1°043
1’035
1’028
1°023
1’019
1’015
1’011
1’009
1’006
1’004
1’002
1’000
0’998
0’997
0’996
0’994
0’993
0’992
0’991
0’990
0’990
0’989
0’986
0’983
0’980
0’978
0’976
0’975
0’974
0’973
0972
0’967

2’135
1’403
1'234
1’160
1’118
1’092
1’074
1’060
1’050
1°042
1’035
1’030
1’026
1’022
1’018
1’015
1’013
1’011
1’009
1’007
1’005
1’004
1’002
1’001
1°000
0’999
0’998
0’997
0’996
0’996
0’992
0’990
0’987
0’984
0’983
0’982
0’981
0’980
0’979
0’974

2’145
1’410
1’239
1’165
1’123

2’153
1’414
1'243
1’169
1’127

1’097 1’100
1’079 1°082

1’065
1’055

1’069
1°058

1’047 1°050
1’040 1°043
1’035 1’038
1’030 1’033
1’026 1°030
1’023 1’026
1’020 1’023
1’017 1°021

1’015
1’013
1’011
1’010
1’008
1’007
1’006
1’005
1’003
1’003
1’002
1’001
1’000
0’997
0’994
0’991
0’989
0’987
0’986
0’985
0’984
0’983
0’978

1°018
1’016
1°015
1°013
1’011
1’010
1’009
1’008
1’007
1’006
1’005
1°004
1’003
1’000
07998
0’994
0’992
0’990
0’989
0’988
0’988
0’986
0’981

2’158
1’418
1°246
1’172
1’130
1’103
1’085
1’071
1’061
1’053
1’046
1’041
1’036
1°032
1’029
1’026
1’023
1’021
1’019
1’017
1’015
1’014
1’013
1’011
1’010
1’009
1’008
1’007
1’006
1’006
1’002
1’000

2’163
1’421
1'249
1'174
1’132
1’105
1°087
1’073
1°063
1’055
1°048
1°042
1°038
1’034
1’031
1°028
1’025
1°023
1’021
1°019
1°017
1’016
1°014
1°013
1’012
1°011
1°010
1’009
1’008
1°008
1’004
1’002

0’997 0’999
0’994 0’996

0’993
0’992
0’991
07990
0’989
0’984

0’995
0’993
0’993
0’992
0’991
0’985

2’166
1’423
1’251
1’176
1’134
1’107
1’088
1’075
1’064
1’056
1’050
1’044
1’039
1’036
1’032
1’029
1’027
1°024
1’022
1°020
1’019
1’017
1’016
1’015
1’014
1’013
1’012
1’011
1’010
1’009
1’006
1’003
1’000
0’998
0’996
0’995
0’994
0’993
0’992
0’987

2°172
1°426
1'254
1°178
1’136
1’109
1’091
1’077
1’067
1’059
1’052
1°046
1°042
1’038
1°034
1’032
1’029
1’027
1’025
1°023
1’021
1’020
1°018

2’175
1'428
1’256
1’180
1’138
1’111
1’093
1’079
1’068
1’060
1’054
1°048
1’043
1’040
1’036
1’033
1’031
1°028
1’026
1°024
1°023
1’021
1°020

1’017 1’019

2’178
1’430
1°257
1'182
1’139
1’112
1’094
1°080
1’070
1°062
1’055
1°049
1°045
1’041
1°037
1°034
1’032
1’030
1°027
1’026
1’024
1°022
1’021
1’020

1’016
1°015
1’014
1’013
1°012
1’011
1’008
1’006
1’002
1’000
0’998
0’997
0’996
0’996
0’994
0’989

1’017 1°019

1’016
1’015
1’015
1’014
1’013
1’010

1°018
1’017
1’016
1’015
1’014
1’011

1’007 1°008
1’004 1°005

1’002
1’000
0’999
07998

1’003
1’001
1’000
0’999

0’997 0’998
0’996 0’997
0’991 0’992

2’180
1’432
1'258
1°183
1'140
1’114
1’095
1’081
1’071
1’062
1’056
1’050
1’046
1’042
1°038
1’035
1’033
1’030
1’028
1°027
1°025
1’023
1°022
1’021
1’020
1’019
1°018
1’017
1’016
1°015
1’012
1’009
1’006
1’004
1’002
1’001
1’000
0’999
0’998
0’993

2’185
1’434
1’261
1’185
1'143
1’116

27198
1’442
1'268
1’191
1'149
1’122

1’097 1’103

1’083
1’073
1’064
1’058
1’052
1°048

1’089
1’079
1’070
1’064
1°058
1°053

1’044 1°049
1’040 1’046
1’037 1°043

1°035
1’032

1’040
1°038

1’030 1’036
1’029 1’034
1’027 17032
1’025 1’031
1’024 1°030

1’023
1’022

1°028
1°027

1’020 1’026
1’020 1’025
1’019 1’024
1’018 1’023
1’017 17022
1’014 1’019

1’011
1’008
1’006

1°017
1°013
1’011

1’004 1°009

1’003
1’002
1’001
1’000
0’995

1°008
1’007
1’007
1’005
1’000
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Tabla

B.9: Distribucién F de Snedecor (p = 0'75)

ni

3
N

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
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17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120

5’828
2’571
2’024
1’807
1'692
1'621
1’573
1’538
1’512
1°491
1’475
1’461
1450
1’440
1'432
1425
1’419
1’413
1°408
1°404
1°400
1’396
1°393
1’390
1387
1°384
1'382
1’380
1°378
1'376
1’368
1'363
1'355
1'349
1'346
1°343
1’341
1’339
1’336
1’324

7’500
3’000
27280
2’000
1’853
1’762
1’701
1’657
1'624
1’598
1’577
1’560
1’545
1’533
1’523
1’514
1’506
1’499
1’493
1487
1482
1477
1473
1’470
1’466
1’463
1’460
1’457
1’455
1’452
1’443
1’435
1'425
1’419
1’414
1’411
1’408
1’406
1’402
1’387

8’200
3’153
2’356
2’047
1’884
1’784
1717
1’668
1'632
1’603
1’580
1’561
1'545
1’532
1'520
1’510
1’502
1'494
1487
1481
1’475
1’470
1°466
1'462
1458
1454
1’451
1448
1445
1'443
1°432
1424
1’413
1’405
1’400
1°396
1’393
1’391
1’387
1’370

8’581
3’232
2’390
2’064
1’893
1787
1’716
1’664
1'625
1’595
1’570
1’550
1’534
1’519
1’507
1°497
1’487
1479
1472
1°465
1’459
1°454
1°449
1445
1’441
1437
1’433
1’430
1427
1’424
1’413
1’404
1’393
1’385
1’379
1'375
1’372
1’369
1’365
1347

8’820
37280
27409
2°072
1’895
1’785
1’711
1’658
1’617
1’585
1’560
1’539
1’521
1’507
1’494
1483
1°473
1’464
1457
1’450
1’444
1438
1’433
1428
1’424
1’420
1417
1'413
1’410
1’407
1’395
1’386
1’374
1’366
1’360
1’355
1’352
1'349
1’345
1’326

8’983
3’312
2’422
2’077
1’894
1’782
1’706
1’651
1’609
1’576
1’550
1’529
1’511
1’495
1482
1471
1’460
1’452
1°444
1437
1430
1’424
1°419
1’414
1’410
1°406
1'402
1’399
1°395
1’392
1’380
1°371
1’358
1°349
1°343
1’338
1’335
1'332
1’328
1’307

9’102
3’335
27430
2°079
1’894
1779
1’701
1’645
1’602
1’569
1’542
1’520
1’501
1’485
1’472
1460
1’450
1’441
1432
1’425
1’419
1413
1’407
1’402
1’398
1’393
1’390
1’386
1’383
1’380
1’367
1’357
1’344
1’335
1’329
1’324
1’320
1’317
1’313
1’292

9’192
3’353
27436
2’080
1’892
1’776
1°697
1’640
1’596
1’562
1’535
1’512
1°493
1’477
1463
1451
1’441
1431
1423
1415
1°409
1’402
1'397
1’392
1'387
1383
1’379
1’375
1°372
1’369
1’355
1°345
1’332
1'323
1’316
1’311
1’307
1°304
1’300
1278

9’263
3’366
27441
2’081
1’891
1773
1’693
1’635
1’591
1’556
1’528
1’505
1’486
1’470
1’456
1’443
1’433
1°423
1’414
1’407
1’400
1’394
1’388
1’383
1’378
1’374
1’370
1’366
1’362
1’359
1’345
1’335
1’321
1’312
1’305
1’300
1’296
1’293
1’289
1'266

9’320
3’377
27445
2’082
1’890
1771
1°690
1’631
1’586
1’551
1’523
1’500
1480
1’463
1°449
1437
1’426
1’416
1°407
1°399
1’392
1’386
1380
1’375
1’370
1'366
1'361
1’358
1°354
1’351
1’337
1327
1’312
1’303
1'296
1’291
1287
1283
1’279
1'255

9’367
3’386
27448
2’082
1’889
1’769
1’687
1’627
1’582
1°547
1’518
1’495
1’475
1’458
1°443
1’431
1’420
1’410
1’401
1’393
1’386
1’379
1’374
1’368
1’363
1’359
1’354
1’350
1347
1'343
1’329
1’319
1’304
1’294
1287
1’282
1°278
1°275
1’270
1°246

9’406
3’393
27450
2’083
1’888
1’767
1°684
1’624
1’579
1'543
1’514
1°490
1470
1’453
1°438
1°426
1’414
1’404
1’395
1387
1’380
1'374
1'368
1’362
1’357
1'352
1°348
1'344
1340
1’337
1’323
1'312
1'297
1287
1280
1’275
1270
1267
1’262
1°238

97440
3’400
2’452
2’083
1’887
1’765
1°682
1’622
1’576
1°540
1’510
1486
1’466
1’449
1’434
1’421
1’409
1’399
1’390
1°382
1’375
1’368
1°362
1’357
1’352
1347
1'342
1’338
1°335
1’331
1’317
1°306
1’291
1°280
1°273
1'268
1’263
1°260
1’255
1°230

9’468
3’405
27454
2’083
1’886
1’764
1’680
1’619
1’573
1’537
1’507
1’483
1'462
1’445
1’430
1417
1’405
1’395
1’386
1’378
1’370
1’364
1’357
1’352
1347
1’342
1’337
1’333
1’330
1’326
1’311
1’300
1'285
1’274
1267
1’262
1°257
1254
1’249
1’223

9’493
3’410
2’455
2’083
1’885
1’762
1°678
1’617
1’570
1’534
1’504
1’480
1°459
1’441
1°426
1°413
1’401
1’391
1°382
1°374
1’366
1’359
1'353
1347
1'342
1'337
1’333
1°329
1°325
1’321
1’306
1'295
1280
1'269
1'262
1’256
1’252
1'248
1'243
1217

9’515
3’414
2’456
2’083
1’884
1’761
1’676
1’615
1’568
1’531
1’501
1477
1456
1’438
1’423
1’410
1’398
1’388
1'378
1’370
1’362
1’355
1’349
1’343
1’338
1’333
1’329
1’325
1’321
1’317
1’302
1’291
1275
1’264
1’257
1’251
1°246
1’243
1’237
1’211
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9’535
3’418
27458
2’083
1’884
1’760
1’675
1’613
1’566
1’529
1’499
1’474
1453
1’435
1’420
1407
1’395
1’384
1’375
1’367
1’359
1’352
1’346
1’340
1’335
1’330
1’325
1’321
1’317
1’313
1°298
1’286
1’270
1’260
1’252
1'246
1’242
1’238
1’233
1’206

9’552
3’421
27459
2’083
1’883
1’759
1674
1’612
1’564
1'527
1’497
1472
1451
1’433
1417
1°404
1’392
1’381
1'372
1'363
1’356
1’349
1'342
1’337
1’331
1'326
1’322
1’317
1°313
1’310
1'294
1283
1'266
1'255
1248
1’242
1237
1'234
1’228
1°201

9’567
3’424
2’459
2’083
1’882
1’758
1°672
1’610
1’563
1’525
1’495
1’470
1’449
1’431
1’415
1’401
1’389
1’379
1’369
1’361
1’353
1’346
1’339
1’333
1’328
1’323
1’318
1’314
1’310
1’306
1’291
1°279
1’263
1’252
1°244
1’238
1°233
1°229
1’224
1’196

9’581
3’426
27460
2’083
1’882
1’757
1671
1’609
1’561
1’523
1°493
1°468
1447
1°428
1413
1’399
1’387
1’376
1’367
1'358
1’350
1'343
1337
1’331
1’325
1320
1’315
1’311
1°307
1’303
1288
1276
1’259
1248
1240
1’234
1229
1'226
1’220
1'192

9’634
3’436
2’463
2’083
1’880
1’753
1°667
1’603
1’555
1’517
1’486
1’460
1°438
1’420
1’404
1’390
1’377
1’366
1’356
1°348
1340
1’332
1°326
1’319
1’314
1’309
1’304
1’299
1°295
1’291
1275
1°263
1'245
1’234
1°225
1’219
1’214
1’210
1’204
1’174

9’670
3’443
27465
2’082
1’878
1’751
1°663
1’600
1’551
1’512
1’481
1’454
1432
1’414
1’397
1’383
1’370
1’359
1’349
1’340
1’332
1’324
1’318
1’311
1’306
1’300
1'295
1291
1286
1'282
1'266
1°253
1’235
1’223
1214
1’208
1’202
1°198
1’192
1’161

9’695
3’448
2’466
2’082
1’877
1’749
1°661
1’597
1'547
1’508
1’477
1°450
1°428
1’409
1’392
1°378
1’365
1’354
1'344
1'335
1'326
1’319
1’312
1’305
1’299
1'294
1289
1'284
1280
1276
1'258
1°245
1°227
1’215
1°206
1’199
1’194
1’189
1’183
1’150

9’714
3’451
27467
2’082
1’876
1°748
1’659
1’595
1’545
1’506
1’474
1447
1425
1’405
1’389
1374
1’361
1’350
1’339
1’330
1’322
1’314
1’307
1’300
1’294
1’289
1’284
1’279
1’275
1’270
1’253
1’240
1’221
1’208
1’199
1’192
1’186
1’182
1’175
1’141

9’729
3’454
27468
2’082
1’876
1747
1°658
1’593
1'543
1’503
1’471
1445
1'422
1’403
1’386
1’371
1’358
1'346
1’336
1327
1’318
1’310
1°303
1297
1'291
1285
1280
1275
1270
1'266
1248
1'235
1216
1°203
1'193
1’186
1’180
1’176
1’169
1’134

9’741
3’456
2’469
2’082
1’875
1'746
1’657
1’591
1’541
1’502
1’469
1’443
1’420
1’400
1’383
1’369
1’355
1’344
1’333
1’324
1’315
1’307
1’300
1’293
1’287
1°282
1276
1’271
1°267
1’263
1°245
1’231
1’212
1’198
1’189
1’181
1’176
1’171
1’164
1’128

9’759
3’459
27470
27082
1’874
1’744
1°655
1’589
1’539
1’499
1’466
1°439
1°416
1’397
1’380
1’365
1’351
1’340
1’329
1’319
1’311
1’303
1°295
1’289
1’282
1277
1271
1'266
1'262
1°257
1'239
1'225
1’205
1’191
1’181
1’174
1’168
1’163
1’156
1’117

9’772
3’462
2’470
2’082
1’874
1'743
1°654
1’588
1’537
1°497
1’464
1437
1’414
1’394
1377
1°362
1’348
1’336
1’326
1’316
1’307
1'299
1'292
1285
1°279
1°273
1267
1'262
1°258
1’253
1'234
1°220
1°200
1’186
1’176
1’168
1’162
1°157
1’149
1’109

9’782
3’464
27471
27081
1’873
1'742
1°653
1’586
1’536
1°495
1’463
1435
1'412
1’392
1’375
1’360
1’346
1’334
1323
1’313
1’305
1'296
1289
1’282
1276
1270
1’264
1°259
1°254
1'250
1'231
1217
1’196
1'182
1’171
1’163
1’157
1’152
1’144
1'103

9’789
3’465
2’471
2’081
1’873
1’742
1°652
1’586
1’535
1°494
1’461
1’434
1’411
1’391
1’373
1’358
1’344
1’332
1’321
1°311
1’303
1'294
1287
1°280
1273
1°268
1'262
1'257
1'252
1°247
1'228
1’214
1’193
1’178
1’168
1’160
1’153
1°148
1’140
1°097

9’804
3’468
27472
27081
1’872
1’741
1’650
1’584
1’533
1°492
1’459
1’431
1408
1’387
1’370
1’354
1’341
1’328
1’317
1’307
1’298
1290
1’282
1275
1’269
1’263
1257
1’252
1’247
1’242
1’223
1’208
1’186
1’172
1’161
1’152
1’145
1'140
1’131
1’085

9’848
3’476
2’474
2’081
1’869
1737
1°645
1’578
1’526
1°484
1’451
1’422
1°398
1’377
1’359
1°343
1’329
1’317
1’305
1'295
1285
1'276
1°268
1’261
1'254
1°248
1’242
1’236
1'231
1'226
1°205
1'189
1’165
1'148
1’135
1’125
1’117
1’110
1’100
1’019
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17
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39’86
8’526
5’538
4’545
4’060
3’776
3’589
3’458
3’360
37285
3225
3177
3’136
3’102
3’073
3’048
3’026
3’007
27990
2°975
2’961
27949
2’937
2’927
27918
27909
2’901
2’894
2’887
2’881
2’855
2’835
2’809
2791
2’779
2’769
2762
2’756
2’748
2707

49’50
9’000
5’462
4’325
3’780
3’463
37257
3’113
3’006
2’924
2’860
2’807
2’763
2’726
2’695
2’668
2’645
2’624
2’606
2’589
2’575
2’561
2’549
2’538
2’528
2’519
2’511
2’503
2’495
2’489
2’461
2’440
2’412
2’393
2’380
2’370
2’363
2’356
2°347
2’304

53’59
9’162
5’391
4’191
3’619
3’289
3’074
2’924
2’813
2°728
2’660
2’606
27560
2522
27490
27462
2437
2’416
2’397
2’380
2’365
2’351
2’339
2’327
2’317
2’307
27299
27291
27283
27276
27247
27226
2’197
2°177
2’164
2’154
2’146
2’139
2’130
2’085

55’83
9’243
5’343
4’107
3’520
3’181
2’961
2’806
2’693
2’605
2’536
2’480
2’434
2’395
2’361
2’333
2’308
2’286
2’266
2’249
2’233
2’219
27207
2’195
2’184
2’174
2’165
2’157
2’149
2’142
2’113
2’091
2’061
2’041
2’027
2’016
2’008
2’002
1’992
1°946

5724
9’293
5’309
4’051
3’453
3’108
2’883
2726
27611
2’522
2451
27394
27347
2’307
27273
2°244
2’218
2’196
2’176
2’158
2’142
27128
2’115
2’103
27092
2’082
2°073
2’064
2’057
2’049
2’019
1'997
1’966
1’946
1’931
1’921
1’912
1’906
1’896
1’848

5820
9’326
5’285
4’010
3’405
3’055
2’827
2’668
2’551
2’461
2’389
2’331
2’283
2’243
2’208
2’178
2’152
2’130
2’109
2’091
2’075
2’060
2’047
2’035
2’024
2’014
2’005
1’996
1°988
1’980
1’950
1'927
1’895
1’875
1’860
1’849
1’841
1’834
1’824
1775

58’91
97349
5’266
3’979
3’368
3’014
2’785
2’624
2’505
2’414
2’342
27283
27234
2’193
27158
27128
2’102
2°079
2’058
2’040
27023
27008
1’995
1°983
1’971
1’961
1’952
1’943
1’935
1’927
1’896
1’873
1’840
1’819
1’804
1’793
1’785
1’778
1’767
1’718

59’44
9’367
5’252
3’955
3’339
27983
2°752
2’589
27469
2377
2’304
27245
27195
2’154
2’119
2’088
2061
2’038
2’017
1’999
1’982
1'967
1'953
1'941
1’929
1’919
1’909
1’900
1’892
1’884
1’852
1'829
1’796
1775
1’760
1'748
1’739
1’732
1’722
1'671

59’86
9’381
57240
3’936
3’316
27958
2’725
2’561
2’440
2’347
2°274
2’214
2’164
2’122
2’086
2’055
2’028
2’005
1’984
1’965
1°948
1’933
1’919
1’906
1’895
1’884
1’874
1’865
1’857
1’849
1’817
1°793
1’760
1’738
1’723
1’711
1’702
1’695
1’684
1’633

60’19
9’392
5’230
3’920
3’297
2’937
2’703
2’538
2’416
2’323
2’248
27188
27138
2’095
2’059
27028
2’001
1°977
1’956
1°937
1'920
1’904
1’890
1’877
1’866
1’855
1’845
1’836
1827
1’819
1787
1’763
1’729
1’707
1°691
1°680
1'670
1°663
1’652
1’600

60’47
9’401
5’222
3’907
3’282
27920
2’684
2’519
2’396
2’302
2’227
2’166
2’116
2°073
2’037
2’005
1’978
1’954
1’932
1’913
1’896
1’880
1’866
1’853
1’841
1’830
1’820
1’811
1’802
1’794
1’761
1737
1’703
1’680
1’665
1’653
1°643
1’636
1’625
1’572

60’71
97408
5’216
3’896
3’268
27905
27668
2’502
2’379
27284
2’209
2’147
2°097
2’054
2’017
1’985
1’958
1’933
1’912
1'892
1’875
1’859
1’845
1’832
1’820
1’809
1’799
1'790
1’781
1773
1’739
1’715
1’680
1°657
1°641
1’629
1°620
1’612
1’601
1'547

60’90
9’415
5’210
3’886
3’257
2’892
2’654
2’488
2’364
2’269
2’193
2’131
2’080
2°037
2’000
1’968
1’940
1’916
1’894
1’875
1’857
1’841
1'827
1’814
1’802
1°790
1’780
1771
1’762
1’754
1’720
1°695
1’660
1'637
1°621
1’609
1’599
1’592
1’580
1’525

61’07
9’420
57205
3’878
3’247
2’881
2’643
2°475
2’351
27255
2’179
27117
2’066
2’022
1’985
1’953
1’925
1’900
1’878
1’859
1’841
1’825
1’811
1’797
1’785
1’774
1’764
1754
1745
1’737
1703
1°678
1°643
1’619
1’603
1’590
1’581
1’573
1’562
1’506

61’22
9’425
5’200
3’870
3’238
2’871
2’632
2’464
2’340
2’244
2’167
2’105
2’053
2’010
1'972
1°940
1’912
1’887
1’865
1'845
1’827
1’811
1'796
1’783
1771
1'760
1’749
1'740
1’731
1’722
1'688
1°662
1'627
1’603
1'587
1’574
1’564
1'557
1’545
1489

61’35
9’429
5’196
3’864
37230
2’863
27623
2’454
2’330
2’233
2’156
2’094
27042
1’998
1’961
1’928
1’900
1’875
1’852
1’833
1’815
1798
1’784
1’770
1’758
1’747
1’736
1’726
1717
1’709
1’674
1’649
1’613
1’589
1’572
1’559
1’550
1’542
1’530
1’473
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6146
9’433
5’193
3’858
3’223
2’855
2’615
2’446
27320
27224
2’147
2’084
2’032
1’988
1’950
1°917
1’889
1’864
1’841
1’821
1’803
1787
1772
1’759
1°746
1’735
1’724
1’715
1’705
1°697
1’662
1’636
1’600
1’576
1’559
1’546
1’536
1’528
1’516
1’458

61’57
9’436
57190
3’853
3’217
2’848
2’607
2’438
2’312
2'215
2’138
2’075
27023
1’978
1'941
1’908
1’879
1’854
1’831
1’811
1’793
777
1’762
1'748
1’736
1'724
1’714
1’704
1°695
1'686
1'651
1°625
1'588
1’564
1'547
1’534
1’524
1’516
1’504
1445

61’66
9’439
5’187
3’848
3’212
2’842
2’601
2’431
2’305
2’208
2’130
2’067
2’014
1’970
1’932
1’899
1’870
1’845
1’822
1’802
1’784
1’768
1'753
1’739
1’726
1’715
1’704
1’694
1’685
1’676
1’641
1’615
1’578
1’553
1’536
1’523
1’513
1’505
1’493
1°433

61’74
9’441
5’184
3’844
3’207
2’836
2’595
27425
27298
27201
2’123
27060
2’007
1’962
1'924
1’891
1’862
1’837
1’814
1'794
1’776
1759
1'744
1’730
1’718
1’706
1’695
1°685
1°676
1°667
1'632
1’605
1’568
1'543
1’526
1’513
1’503
1°494
1°482
1’422

62’05
9’451
5’175
3’828
3187
2’815
2’571
2’400
27272
2’174
2’095
2’031
1’978
1’933
1’894
1’860
1’831
1’805
1'782
1’761
1’742
1’726
1’710
1'696
1°683
1°671
1'660
1’650
1°640
1’632
1’595
1'568
1’529
1’504
1°486
1’472
1’461
1°453
1’440
1377

62’26
9’458
5’168
3’817
3’174
2’800
2’555
2’383
27255
2’155
2’076
27011
1’958
1’912
1’873
1’839
1’809
1’783
1759
1’738
1’719
1'702
1’686
1672
1’659
1’647
1’636
1'625
1°616
1’606
1’569
1’541
1’502
1’476
1457
1°443
1’432
1423
1’409
1’344

62’42
9’463
5’163
3’810
3’165
2’789
2’544
2’371
2’242
2’142
2’062
1’997
1°943
1’897
1’857
1’823
1’793
1’766
1'743
1’721
1’702
1°685
1°669
1'654
1°641
1°629
1’617
1’607
1'597
1’588
1’550
1'521
1481
1'454
1435
1'420
1’409
1’400
1’386
1’318

62’53
9’466
5’160
3’804
3’157
27781
2’535
2’361
27232
2’132
2’052
1’986
1’931
1’885
1’845
1’811
1’781
1’754
1730
1’708
1’689
1671
1’655
1’641
1’627
1’615
1’603
1’592
1’583
1’573
1’535
1’506
1’465
1’437
1’418
1’403
1’391
1’382
1’368
1297

62’62
9’469
5’157
3’799
3’152
2775
27528
2’354
2224
2’124
2043
1977
1’923
1’876
1’836
1’801
1’771
1’744
1’720
1°698
1'678
1'661
1°645
1'630
1’616
1°604
1’592
1’581
1’571
1’562
1’523
1°493
1452
1’424
1°404
1°388
1377
1'367
1’353
1280

62’69
9’471
5’155
3’795
3’147
2’770
2’523
2’348
27218
2’117
2’036
1’970
1’915
1’869
1’828
1’793
1’763
1’736
1’711
1’690
1’670
1’652
1’636
1’621
1’607
1’594
1’583
1’572
1’562
1’552
1’513
1’483
1’441
1’413
1’392
1377
1’365
1’355
1’340
1'265

62’79
9’475
5’151
3’790
3’140
2°762
2’514
2’339
27208
2’107
2026
1’960
1’904
1’857
1’817
1’782
1’751
1’723
1°699
1677
1’657
1°639
1°622
1’607
1’593
1’581
1’569
1’558
1'547
1’538
1°497
1467
1’424
1’395
1'374
1’358
1’346
1’336
1’320
1°242

62’87
9’477
5’149
3’786
3’135
2’756
2’508
2’333
2’202
2’100
2’019
1’952
1’896
1’849
1’808
1’773
1’742
1’714
1’690
1°667
1°647
1°629
1'613
1’597
1’583
1’570
1’558
1°547
1'537
1'527
1’486
1°455
1’412
1’382
1’361
1'344
1’332
1’321
1’305
1’224

62’93
9’479
5’147
3’782
3’132
2°752
2’504
2’328
2’196
2’095
2°013
1'946
1’890
1’843
1’802
1’766
1’735
1’707
1°683
1’660
1’640
1'622
1’605
1’590
1’576
1’562
1’550
1’539
1’529
1’519
1’478
1447
1’402
1'372
1’350
1’334
1’321
1’310
1’294
1°209

62797
97480
5’145
3’780
3’129
2’749
2’500
2’324
2’192
2’090
2’009
1'942
1’886
1’838
1’797
1’761
1’730
1’702
1677
1°655
1’634
1’616
1°599
1’584
1’569
1'556
1'544
1’533
1'522
1’512
1’471
1°439
1’395
1’364
1°342
1'325
1’312
1’301
1’284
1’197

63’06
9’483
5’143
3’775
3’123
27742
27493
2’316
2’184
27082
2’000
1’932
1’876
1’828
1787
1’751
1’719
1’691
1’666
1’643
1'623
1’604
1’587
1’571
1’557
1’544
1’531
1’520
1’509
1’499
17457
1’425
1’379
1’348
1’325
1’307
1’293
1282
1’265
1’171

63’32
9’491
5’134
3’761
3’105
2'723
27471
2’293
2’160
2’056
1’973
1’904
1847
1'798
1’756
1’719
1’686
1'658
1'632
1°608
1’587
1’568
1'550
1’534
1’519
1’505
1’492
1479
1°468
1457
1’413
1°378
1'328
1’293
1'267
1°246
1°230
1’216
1’195
1°037
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Tabla
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161’4
18’51
10’13
7709
6’608
5’987
5’591
5’318
5’117
4’965
4’844
4°747
4’667
4’600
4’543
4’494
4’451
4’414
4’381
4’351
4’325
4’301
4’279
4’260
4242
4’225
4’210
4’196
4’183
4’171
4’121
4’085
4’034
4’001
3’978
3’960
3’947
3’936
3’920
3’843

199’5
19°00
9’552
6’944
5’786
5’143
4’737
4’459
4’256
4’103
3’982
3’885
3’806
3’739
3’682
3’634
3’592
3’555
3’522
3’493
3’467
3’443
3’422
3’403
3’385
3’369
3’354
37340
3’328
3’316
37267
37232
3’183
3’150
3’128
3’111
3’098
3’087
3’072
27998

215’7
19’16
9’277
6’591
5’409
4’757
4’347
4’066
3’863
3’708
3’587
37490
3’411
3’344
37287
3’239
3’197
3’160
3’127
3’098
3’072
3’049
3’028
3’009
27991
2°975
27960
27947
2’934
27922
2'874
2’839
2’790
2’758
2’736
2’719
2’706
2’696
2’680
2’607

224’6 230’2
19’25 19’30
9’117 9’013
6’388 6’256
5’192 5’050
4’534 4’387
4’120 3’972
3’838 3’688
3’633 3’482
3’478 3’326
3’357 3’204
3’259 3’106
3’179 3’025
3’112 2’958
3’056 2’901
3’007 2’852
2’965 2’810
27928 2773
2’895 2’740
2’866 2711
2’840 2’685
2’817 2’661
2’796 2’640
2’776 2621
2’759 2’603
2’743 2’587
2’728 2572
2’714 2’558
2’701 2’545
2’690 2’534
2’641 2’485
2’606 2’449
2’557 2’400
2’525 2’368
2’503 2’346
2’486 2’329
2’473 2’316
2’463 2’305
27447 2’290
2’374 2°216

23470
19’33
8’941
6’163
4’950
4’284
3’866
3’581
3’374
3217
3’095
2’996
2’915
2’848
2’790
2’741
2’699
2’661
2’628
2’599
2’573
2’549
2’528
2’508
2’490
2’474
2’459
2’445
2’432
2’421
2’372
2’336
2’286
2’254
2’231
2'214
2’201
2’191
2’175
2’100

236’8
19’35
8’887
6’094
4’876
4’207
3’787
3’500
37293
3’135
3’012
27913
2’832
2’764
2°707
2’657
2’614
2’577
2’544
2’514
27488
2’464
2’442
27423
27405
2’388
2’373
2’359
2’346
2’334
27285
27249
2’199
2’167
2’143
2’126
2’113
2’103
2°087
27011

238’9 240’5
19’37 19’38
8’845 8’812
6’041 5’999
4’818 4’772
4’147 4’099
3’726 3’677
3’438 3’388
3’230 3’179
3’072 3’020
2’948 2’896
27849 2’796
2’767 2’714
2’699 2’646
2’641 2’588
2’591 2’538
2’548 2’494
2’510 2’456
27477 2’423
27447 2’393
27420 2’366
27397 2’342
2’375 2’320
2’355 2’300
2’337 27282
2’321 2’265
2’305 2’250
27291 2’236
27278 2’223
27266 2’211
2’217 2’161
27180 2’124
2’130 2’073
2’097 2’040
2’074 2’017
2’056 1’999
2’043 1’986
2’032 1’975
2’016 1°959
1°940 1’882

241’9
19’40
8’785
5’964
4’735
4’060
3’637
3’347
3’137
27978
2’854
2’753
2671
2’602
2’544
27494
2’450
2412
2’378
27348
2’321
27297
27275
27255
27236
27220
27204
27190
2’177
2’165
2’114
2°077
2’026
1’993
1’969
1'951
1'938
1’927
1’910
1’833

243’0
19’40
8763
5’936
4’704
4’027
3’603
3’313
3’102
2’943
2’818
2’717
2’635
2’565
2’507
2’456
2’413
2’374
2’340
2’310
27283
2’259
2’236
2’216
2’198
2’181
2’166
2’151
2’138
2’126
2’075
2’038
1’986
1’952
1°928
1’910
1’897
1’886
1’869
1’791

243’9
19’41
8’745
5’912
4’678
4’000
3’575
3’284
3’073
27913
2788
2’687
27604
2’534
2’475
27425
2’381
2’342
27308
27278
27250
27226
27204
2’183
2’165
2’148
2’132
27118
2’104
2’092
27041
2’003
1°952
1'917
1'893
1’875
1’861
1’850
1’834
1'754

244’7
19’42
8’729
5’891
4’655
3’976
3’550
3’259
3’048
2’887
2’761
2’660
2’577
2’507
2’448
2’397
2’353
2’314
2’280
2’250
2’222
2’198
2’175
2’155
2’136
2’119
2’103
2’089
2’075
2’063
2’012
1°974
1’921
1’887
1’863
1’845
1’830
1’819
1’803
1’722

245’4
19’42
8’715
5’873
4’636
3’956
3’529
3237
3’025
2’865
2’739
27637
2’554
2’484
2424
2’373
2’329
27290
27256
27225
2’197
27173
2’150
2’130
2’111
2’094
2°078
2’064
2’050
2’037
1’986
1'948
1’895
1’860
1’836
1’817
1’803
1°792
1’775
1’694

245’9
19’43
8’703
5’858
4’619
3’938
3’511
3’218
3’006
2’845
2’719
2’617
2’533
2’463
2’403
2’352
2’308
2’269
2’234
2’203
2’176
2’151
2’128
2’108
2’089
2’072
2’056
2’041
2’027
2’015
1'963
1'924
1’871
1’836
1’812
1’793
1779
1’768
1’750
1'668

246’5
19’43
8’692
5’844
4’604
37922
3’494
3’202
27989
2’828
2’701
27599
2’515
2’445
27385
2’333
2’289
27250
27215
2’184
2’156
27131
2’109
2’088
2’069
2’052
2’036
27021
2’007
1’995
1’942
1’904
1’850
1’815
1’790
1’772
1757
1’746
1’728
1’646
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246’9 247’3
19’44 19’44
8’683 8’675

5’832
4’590
37908
3’480
3’187
2’974
2’812
2’685
2’583
2’499
2’428
27368
2’317
2’272
27233
27198
2’167
27139
2’114
2’091
2’070
2’051
2’034
2°018
2’003
1’989
1’976
1’924
1’885
1’831
1’796
1771
1’752
1737
1°726
1’709
1’625

5’821
4’579
3’896
3’467
3’173
27960
2’798
2’671
2’568
27484
2413
2’353
27302
2257
2'217
27182
2’151
2’123
27098
2’075
2’054
2’035
2’018
27002
1'987
1°973
1’960
1’907
1’868
1’814
1778
1’753
1’734
1’720
1’708
1’690
1'606

2477
19’44
8’667
5’811
4’568
3’884
3’455
3’161
27948
2’785
2’658
2’555
2’471
2’400
2’340
2’288
2’243
27203
2’168
2’137
2’109
2’084
2’061
2’040
2’021
2’003
1'987
1’972
1°958
1'945
1’892
1’853
1’798
1’763
1737
1’718
1’703
1’691
1’674
1’589

248’0
19’45
8’660
5’803
4’558
3’874
3’445
3’150
2’936
2’774
2646
2’544
27459
2’388
27328
27276
2’230
2’191
2’155
2’124
2’096
2’071
2’048
27027
2’007
1’990
1’974
1’959
1'945
1’932
1’878
1°839
1’784
1748
1722
1’703
1'688
1°676
1’659
1'573

249’3
19’46
8634
5’769
4’521
3’835
37404
3’108
2’893
2’730
2’601
2’498
2’412
2’341
2’280
27227
2’181
2’141
2’106
2’074
2’045
2’020
1°996
1'975
1’955
1'938
1’921
1’906
1’891
1’878
1’824
1'783
1’727
1’690
1°664
1'644
1'629
1'616
1’598
1’508

250’1
19’46
8’617
5’746
4’496
3’808
3’376
3’079
2’864
2’700
2’570
27466
27380
2’308
27247
2’194
2’148
2’107
27071
2’039
2’010
1'984
1’961
1’939
1’919
1’901
1’884
1’869
1’854
1’841
1’786
1'744
1’687
1’649
1'622
1’602
1’586
1'573
1’554
1’461

250’7
19°47
8’604
5’729
4’478
3’789
3’356
3’059
2’842
2’678
2’548
2’443
2’357
2’284
2’223
2’169
2’123
2’082
2’046
2’013
1'984
1'958
1'934
1’912
1’892
1'874
1’857
1’841
1'827
1’813
1757
1’715
1'657
1’618
1'591
1’570
1’554
1'541
1’521
1425

251’1 251’5
19°47 19’47
8’594 8’587

5’717
4’464
3’774
37340
3’043
2’826
27661
2’531
27426
2’339
2’266
27204
2’151
2’104
2’063
2’026
1’994
1’965
1’938
1’914
1’892
1’872
1’853
1’836
1’820
1’806
1’792
1’735
1’693
1’634
1’594
1’566
1’545
1’528
1’515
1’495
1’396

5707
4’453
3’763
3’328
3’030
2’813
27648
2’517
2412
27325
2252
2’190
2’136
2°089
27048
2’011
1'978
1'949
1’922
1'898
1’876
1’855
1837
1’819
1’803
1’789
1’775
1’718
1°675
1’615
1’575
1'546
1'525
1’508
1°494
1’474
1’373

251'8
19’48
8’581
5’699
4’444
3’754
3’319
3’020
2’803
2’637
2’507
27401
2’314
2’241
27178
2’124
2°077
2’035
1’999
1’966
1’936
1’909
1’885
1’863
1’842
1’823
1’806
1’790
1’775
1’761
1’703
1’660
1’599
1’559
1’530
1’508
1’491
1477
1’457
1’353

252’2 252’5
1948 19’48
8’572 8’566

5’688
4’431
3’740
3’304
3’005
2°787
27621
2’490
2’384
27297
2223
2’160
2’106
2058
2’017
1’980
1'946
1’916
1’889
1’865
1’842
1’822
1’803
1’785
1’769
1'754
1’740
1'681
1°637
1’576
1’534
1’505
1482
1°465
1’450
1’429
1’321

5’679
4’422
3’730
37294
2’994
2’776
2’609
2’478
2’372
2’284
2’210
27147
2’093
2’045
2’003
1’966
1°932
1’902
1’875
1’850
1’828
1’807
1°788
1’770
1’754
1'738
1’724
1’665
1’621
1’558
1’516
1’486
1’463
1’445
1’430
1’408
1’296

252’7
19’48
8’561
5’673
4’415
3’722
37286
2’986
2’768
27601
2469
27363
27275
2’201
2’137
27083
2’035
1’993
1’955
1’922
1’891
1’864
1839
1’816
1'796
1776
1’758
1742
1'726
1’712
1'652
1°608
1’544
1’502
1’471
1°448
1429
1415
1’392
1277

252’9
19748
8’557
5’668
4’409
3’716
3’280
2’980
2’761
2’594
2’462
2’356
27267
2’193
2’130
2’075
2°027
1’985
1°947
1’913
1’883
1’856
1°830
1’808
1787
1’767
1’749
1’733
1717
1’703
1°643
1'597
1’534
1’491
1°459
1'436
1’417
1’402
1’379
1°260

253’3 254’3
19’49 19’50
8’549 8’527

5’658
4’398
3’705
37267
2°967
27748
2’580
2’448
27341
27252
2’178
2’114
2’059
2’011
1’968
1’930
1’896
1’866
1’838
1’813
1’790
1’768
1’749
1’731
1’714
1’698
1°683
1’623
1’577
1’511
1’467
1’435
1’411
1’391
1’376
1’352
1’225

5’629
4’366
3’670
3’231
2’929
2’708
2’539
2’406
27297
27208
2’132
2’067
2’011
1’962
1’918
1’879
1'844
1’813
1’784
1'758
1’734
1’712
1°692
1'673
1'656
1°639
1'624
1’560
1’511
1440
1’391
1’355
1327
1’304
1286
1’257
1°048
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Tabla B.15: Distribucién F de Snedecor (p = 0’975)

ni

3
N

1

2

3

4

5

6

7

8 9

10

11

12

13

14

15

16

© 00 N D Ut W N =

e e e
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17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120

647’8
38’51
17744
12722
10°01
8’813
8’073
7571
7209
6’937
6’724
6’554
6’414
6’298
6’200
6’115
6042
5’978
5’922
5’871
5’827
5’786
5’750
5717
5’686
5’659
5’633
5’610
5’588
5’568
5’485
5’424
5’340
5’286
5’247
5’218
5’196
5’179
5’152
5’027

799’5
39’00
16’04
10’65
8’434
77260
6’542
6’059
5’715
5’456
5’256
5’096
4’965
4’857
4’765
4’687
4’619
4’560
4’508
4’461
4’420
4’383
4’349
4’319
4’291
4’265
4’242
4’221
4’201
4’182
4’106
4’051
3’975
3’925
3’890
3’864
3’844
3’828
3’805
3’692

864’2
39’17
15’44
9’979
7764
6’599
5’890
5’416
5’078
4’826
4’630
4’474
4’347
4’242
4’153
4’077
4’011
3’954
3’903
3’859
3’819
3’783
3’750
3’721
3’694
3’670
3’647
3’626
3’607
3’589
3’517
3’463
3’390
3’343
3’309
3’284
3’265
3’250
3227
3’119

899’6
39’25
15’10
9’604
7°388
67227
5’523
5’053
4’718
4’468
4’275
4’121
3’996
3’892
3’804
3’729
3’665
3’608
3’559
3’515
3’475
3’440
37408
3’379
3’353
3’329
3’307
3’286
3267
3’250
3’179
3’126
3’054
3’008
2’975
2’950
2’932
2’917
2’894
2’788

921°8
39’30
14’88
9’364
7’146
5’988
5’285
4’817
4’484
4’236
4’044
3’891
3’767
3’663
3’576
3’502
3’438
37382
3’333
37289
3’250
3’215
3’183
3’155
3’129
3’105
3’083
3’063
3’044
3’026
27956
27904
2’833
2’786
2’754
2’730
2’711
2’696
2'674
2’569

937’1
39’33
14’73
9’197
6’978
5’820
5’119
4’652
4’320
4’072
3’881
3’728
3’604
3’501
3’415
3’341
3277
3’221
3’172
3’128
3’090
3’055
3’023
2’995
2’969
2’945
2’923
2’903
2’884
2’867
2’796
2’744
2’674
27627
2’595
2’571
2’552
2’537
2’515
27411

948’2
39’36
14’62
9’074
6’853
5’695
4’995
4’529
4’197
3’950
3’759
3’607
3’483
3’380
37293
3’219
3’156
37100
3’051
3’007
27969
27934
27902
2’874
27848
2’824
2’802
27782
2’763
2°746
2’676
27624
2’553
27507
2’474
2’450
27432
2’417
2’395
27290

956’6 963’3
39’37 39’39
14’54 1447
8’980 8’905
6’757 6’681
5’600 5’523
4’899 4’823
4’433 4’357
4’102 4’026
3’855 3’779
3’664 3’588
3’512 3’436
3’388 3’312
3’285 3’209
3’199 3’123
3’125 3’049
3’061 2’985
3’005 2’929
27956 2’880
27913 2’837
2’874 2’798
2’839 2’763
27808 2’731
2779 2’703
2753 2’677
2'729 2’653
2’707 2’631
2’687 2’611
27669 2’592
2’651 2’575
2’581 2’504
27529 2’452
27458 2’381
27412 2’334
2’379 2’302
2’355 27277
2’336 2’259
27321 2’244
2299 2’222
2’194 2’116

968’6
39’40
1442
8’844
6’619
5’461
4’761
4’295
3’964
3’717
3’526
3’374
3’250
3147
3’060
2’986
2922
2’866
2’817
2774
2°735
2’700
2’668
27640
2’613
27590
2’568
27547
2’529
2’511
27440
27388
2’317
27270
27237
2°213
2’194
2’179
2’157
2’051

973’0
39’41
14’37
8794
6’568
5’410
4’709
4’243
3’912
3’665
3’474
3’321
3’197
3’095
3’008
2’934
2’870
2’814
2’765
2’721
27682
27647
2’615
2’586
2’560
2’536
2’514
2’494
2’475
2’458
2’387
2’334
2’263
2’216
2’183
2’158
2’140
2’124
2’102
1’995

976’7
39’41
14’34
8’751
6’525
5’366
4’666
4’200
3’868
3’621
3’430
37277
3’153
3’050
27963
2’889
2’825
2’769
2’720
2’676
2’637
27602
2’570
2’541
2’515
27491
27469
27448
2’430
2412
27341
27288
2’216
2’169
2’136
2’111
27092
2°077
2’055
1°947

979’8
39’42
14’30
8715
6’488
5’329
47628
4’162
3’831
3’583
3’392
3’239
3’115
3’012
2’925
2’851
2’786
2’730
2’681
2’637
2’598
2’563
2’531
2’502
2’476
2’452
2’429
2’409
2’390
2’372
2’301
27248
2’176
2’129
2’095
2’071
2’051
2’036
2’014
1’905

982’5
39’43
14’28
8’684
6’456
5’297
4’596
4’130
3’798
3’550
3’359
37206
3’082
2’979
27891
27817
2753
2’696
27647
2’603
27564
27528
27497
27468
2441
2’417
2’395
2’374
2’355
2’338
27266
2’213
2’140
27093
2’059
2’035
2’015
2’000
1’977
1’868

984’9
39’43
14725
8657
6’428
5’269
4’568
4’101
3’769
3’522
3’330
3177
3’053
2’949
2’862
2’788
2°723
2’667
2’617
2’573
2’534
2’498
2’466
2'437
27411
2’387
2’364
2’344
2’325
2’307
2’235
2’182
2’109
2’061
2’028
2’003
1’983
1'968
1’945
1’835

986’9
39’44
14’23
8’633
6’403
5’244
4’543
4’076
3’744
3’496
3’304
3’152
3’027
2’923
2’836
2’761
2697
27640
27591
2’547
2’507
27472
2’440
2’411
2’384
2’360
2’337
27317
27298
27280
27207
2’154
27081
2’033
1’999
1’974
1’955
1’939
1’916
1’806
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mni

17

18
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20

25

30

35

40

45

50

60

70

80

90

120
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120
oS}

988’7
39’44
14’21
8’611
6’381
57222
4’521
4’054
3’722
3’474
3’282
3’129
3’004
2’900
2’813
2’738
2°673
27617
2’567
2’523
27483
27448
2’416
2’386
2’360
2’335
2’313
27292
27273
27255
2’183
2’129
2’056
27008
1’974
1°948
1’929
1’913
1’890
1’779

990’3
39’44
14720
8’592
6’362
5’202
4’501
4’034
3’701
3’453
3’261
3’108
27983
2’879
2°792
2717
2652
2’596
2’546
2’501
27462
27426
2’394
2’365
2’338
2’314
2’291
27270
2’251
2’233
2’160
2’107
2’033
1'985
1'950
1'925
1’905
1’890
1’866
1’754

991’8
39’45
14’18
8’575
6’344
5’184
4’483
4’016
3’683
3’435
3’243
3’090
2’965
2’861
2’773
2’698
2’633
2’576
2’526
2’482
27442
2’407
2’374
27345
2’318
27294
27271
27251
27231
2°213
2’140
2’086
2’012
1’964
1°929
1’904
1’884
1’868
1’845
1’732

993’1
39’45
14’17
8’560
6’329
5’168
4’467
3’999
3’667
3’419
3’226
3’073
27948
2’844
2’756
27681
2’616
2’559
2’509
2’464
27425
2’389
2’357
27327
27300
27276
27253
27232
2°213
2’195
2’122
2’068
1’993
1'944
1’910
1’884
1’864
1’849
1’825
1’711

998’1
39’46
14’12
8’501
6’268
5’107
4’405
3’937
3’604
3’355
3’162
3’008
2’882
2’778
2’689
2’614
2’548
2’491
2’441
2’396
2’356
2’320
27287
27257
2’230
2’205
2’183
2’161
2’142
2’124
2’049
1’994
1’919
1’869
1’833
1’807
1787
1’770
1’746
1'629

1001
39’46
14’08
8’461
6’227
5’065
4’362
3’894
3’560
3’311
3’118
27963
2’837
2732
2’644
27568
2’502
27445
2’394
2’349
27308
27272
27239
27209
27182
2’157
2’133
2’112
2’092
2°074
1’999
1'943
1’866
1’815
1779
1’752
1’731
1’715
1’690
1’569

1004
39’47
14’06
8’433
6’197
5’035
4’332
3’863
3’529
3’279
3’086
2’931
2’805
2’699
2’610
2’534
2’468
2’410
2’359
2’314
2'273
2’237
2’204
2’173
2’146
2’120
2’097
2’076
2’056
2’037
1’961
1’905
1’827
1775
1’739
1’711
1°690
1°673
1’647
1’523

1006
39’47
14’04
8’411
6’175
5’012
4’309
3’840
3’505
3’255
3’061
2’906
2’780
2°674
27585
2’509
2’442
2’384
2’333
27287
27246
27210
2’176
2’146
27118
2’093
2’069
27048
2’028
2’009
1’932
1’875
1’796
1’744
1’707
1’679
1°657
1’640
1’614
17487

1007
39’48
14’02
8’394
6’158
4’995
4’291
3’821
3’487
3’237
3'042
2’887
2’760
2’654
2’565
27488
2422
2’364
2’312
27266
27225
27188
2’155
2’124
2’096
2’071
2°047
27025
2’005
1'986
1’909
1’852
1772
1’719
1°681
1'653
1’631
1’614
1’587
1457

1008
3948
14’01
8’381
6’144
4’980
4’276
3’807
3’472
3’221
3’027
2’871
2’744
2638
27549
2’472
2’405
27347
2’295
27249
27208
2’171
2’137
2’107
2°079
2’053
2’029
2’007
1’987
1’968
1’890
1’832
1’752
1’699
1’660
1’632
1’610
1’592
1’565
1°432

1010
39’48
13’99
8’360
6’123
4’959
4’254
3’784
3’449
3’198
3’004
27848
2’720
2’614
2’524
27447
2’380
2’321
27270
27223
2’182
2’145
2’111
2’080
2’052
2’026
2’002
1’980
1'959
1’940
1’861
1°803
1’721
1°667
1°628
1’599
1’576
1’558
1’530
1’392

1011
3948
13’98
8’346
6’107
4’943
4’239
3’768
3’433
3’182
2’987
2’831
2’703
2’597
2’506
2’429
2’362
2’303
2’251
27205
2’163
2’125
2’091
2’060
2’032
2’006
1'982
1’959
1°939
1’920
1’840
1’781
1'698
1°643
1’604
1’574
1’551
1’532
1’504
1’361

1012
39’49
13’97
8’335
6’096
4’932
4’227
3’756
3’421
3’169
2’974
2’818
27690
2’583
27493
2’415
2’348
27289
27237
2’190
27148
2’111
2°077
2’045
2°017
1’991
1’966
1'944
1'923
1’904
1’824
1’764
1’681
1'625
1’585
1’555
1’531
1’512
1’483
1'337

1013
39’49
13’96
8’326
6’087
4’923
4’218
3747
3’411
3’160
2’964
2’808
2’680
2’573
2’482
2’405
2’337
27278
2’226
2’179
2’137
2’099
2’065
2’034
2’005
1°979
1’954
1’932
1’911
1’892
1’811
1’751
1'667
1’611
1’570
1’540
1’516
1°496
1’467
1’317

1014
39’49
13’95
8’309
6’069
4’904
4’199
3’728
37392
3’140
2’944
27787
2’659
2’552
27461
27383
2’315
2’256
27203
2’156
2’114
2’076
2’041
2’010
1’981
1’954
1’930
1’907
1’886
1’866
1’785
1’724
1’639
1’581
1’539
1’508
1’483
1463
1’433
1°273

1018
39’50
13’90
8’259
6’017
4’850
4’144
3’672
3’334
3’081
2’884
2’726
2’597
2’489
2’397
2’318
2’249
2’189
2’135
2’087
2’044
2’005
1°970
1'937
1’907
1’880
1’855
1’831
1’809
1’789
1’704
1°639
1'548
1485
1°438
1°403
1’374
1’351
1’314
1°057
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Tabla

B.17: Distribucién F de

Snedecor (p

=0
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4052

98’50
34’12
21’20
16’26
13’75
12°25
1126
10’56
10°04
9646
9’330
9’074
8’862
8’683
8’531
8’400
8’285
8’185
8’096
8’017
77945
7’881
7823
7770
7721
7677
7636
7’598
7562
7419
7’314
7171
7oT7
7011
6’963
6’925
6’895
6’851
6’640

4999
99’00
30’82
18’00
13’27
10’92
9’547
8’649
8’022
7’559
7206
6’927
6’701
6’515
6’359
6’226
6’112
6’013
5’926
5’849
5’780
5’719
5’664
5’614
5’568
5’526
5’488
5’453
5’420
5’390
5’268
5’178
5’057
4’977
47922
4’881
4’849
4’824
4’787
4’609

5404 5624
99’16 99’25
29’46 28’71
16’69 15’98
12°06 11’39
9’780 9’148
8’451 7’847
7’591 7°006
6’992 67422
6’552 5’994
6’217 5’668
5’953 5’412
5’739 5’205
5’564 5’035
5’417 4’893
5292 4’773
5’185 4’669
5’092 4’579
5’010 4’500
4’938 4’431
4’874 4’369
4’817 4’313
4’765 4’264
4’718 4’218
4’675 4’177
4’637 4’140
4’601 4’106
4’568 4’074
4’538 4’045
4’510 4’018
4’396 37908
4’313 3’828
4’199 3’720
4’126 3’649
4’074 3’600
4’036 3’563
4’007 3’535
3’984 3’513
3’949 3’480
3’786 3’323

5764
99’30
28’24
15’52
10°97
8’746
77460
6632
6’057
5’636
5’316
5’064
4’862
4’695
4’556
4’437
4’336
4248
4’171
4’103
4’042
37988
3’939
3’895
3’855
3’818
3’785
3’754
3’725
3’699
3’592
3’514
3’408
3’339
37291
3’255
37228
37206
3’174
3’021

5859
99’33
2791
15721
10°67
8’466
7’191
6’371
5’802
5’386
5’069
4’821
4’620
4’456
4’318
4’202
4’101
4’015
3’939
3’871
3’812
3’758
3’710
3’667
3627
3’591
3’558
3’528
37499
3’473
3’368
3’291
3’186
3’119
3’071
3’036
3’009
2’988
2’956
2’806

5928
99’36
2767
14’98
10’46
87260
6’993
6’178
5’613
57200
4’886
4’640
4’441
4’278
4’142
4’026
3’927
3’841
3’765
3’699
3’640
3’587
3’539
37496
3’457
3’421
3’388
3’358
3’330
3’305
37200
3’124
3’020
27953
2’906
2’871
27845
2’823
2’792
27643

5981

99’38
27’49
14’80
10’29
8’102
6’840
6’029
5’467
5’057
4’744
4’499
4’302
4’140
4’004
3’890
3’791
3’705
3’631
3’564
3’506
3’453
3’406
3’363
3’324
37288
3’256
3’226
3’198
3’173
3’069
27993
2’890
2’823
2777
2742
2'715
2694
2’663
2’515

6022
99’39
2734
14’66
10’16
7976
6’719
5’911
5’351
4’942
4’632
4’388
4’191
4’030
3’895
3’780
3’682
3’597
3’523
3’457
3’398
3’346
37299
3’256
37217
3’182
3’149
3’120
3’092
3’067
2’963
2’888
2’785
2’718
2’672
2°637
27611
2’590
2’559
2411

6056
99’40
2723
14’55
10°05
7874
6’620
5’814
5’257
4’849
4’539
4’296
4’100
3’939
3’805
3’691
3’593
3’508
3’434
3’368
3’310
37258
3’211
3’168
3’129
3’094
3’062
3’032
3’005
2’979
2’876
2’801
2’698
27632
2’585
2’551
2’524
2’503
2472
2’324

6083
99’41
2713
14’45
9’963
7’790
6’538
5734
5’178
4’772
4’462
4’220
4’025
3’864
3’730
3’616
3’518
3’434
3’360
3294
3’236
3’184
3’137
3’094
3’056
3’021
2’988
2’959
2’931
2’906
2’803
2’727
2’625
2’559
2’512
2’478
2’451
2’430
2’399
27251

6107
99’42
27°05
14’37
9’888
7718
6’469
5’667
5’111
4’706
4’397
4’155
3’960
3’800
3’666
3’553
3’455
3’371
37297
3’231
3’173
3’121
3’074
3’032
27993
27958
27926
2’896
2’868
2’843
2’740
2’665
2’563
27496
2’450
2415
27389
27368
2’336
27188

6126
99’42
2698
14’31
9’825
7657
6’410
5’609
5’055
4’650
4’342
4’100
3’905
3’745
3’612
37498
3’401
3’316
3’242
3177
3’119
3’067
3’020
2°977
2’939
2’904
2’872
2’842
2’814
2’789
2’686
2’611
2’508
27442
2’395
2’361
2’334
2’313
2’282
2’133

6143
99’43
26’92
14’25
9’770
7’605
6’359
5’559
5’005
4’601
4’293
4’052
3’857
3’698
3’564
3’451
3’353
37269
3’195
3’130
3’072
3’019
2’973
2’930
27892
2’857
2’824
2’795
2’767
2742
27639
2’563
2’461
27394
27348
2’313
27286
27265
2’234
2’085

6157
99’43
26’87
14720
9’722
7’559
6’314
5’515
4’962
4’558
4’251
4’010
3’815
3’656
3’522
3’409
3’312
3’227
3’153
3’088
3’030
2’978
2’931
2’889
2’850
2’815
2'783
2’753
2’726
2’700
2’597
2’522
2’419
2’352
2’306
2°271
2’244
2’223
2’191
2’042

6170
99’44
26’83
14’15
9’680
7’519
6’275
5477
4’924
4’520
4’213
3’972
3’778
3’619
3’485
3’372
3’275
37190
3’116
3’051
27993
27941
2’894
2’852
2’813
2’778
2°746
2’716
2’689
2’663
2’560
2’484
27382
2’315
27268
27233
27206
2’185
2’154
2’004
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B.18: Distribucién F de
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6181

99’44
26’79
14’11
9’643
77483
6’240
5’442
4’890
4487
4’180
37939
3’745
3’586
3’452
3’339
3’242
3’158
3’084
3’018
27960
27908
2’861
2’819
2’780
2’745
2°713
2’683
2’656
2’630
27527
2’451
27348
27281
2°234
2’199
27172
2’151
2’119
1’969

6191

99’44
26’75
14’08
9’609
7’451
6’209
5’412
4’860
4’457
4’150
3’910
3’716
3’556
3’423
3’310
3’212
3’128
3’054
27989
2’931
2’879
2’832
2’789
2’751
2'715
2’683
27653
27626
2’600
27497
27421
2’318
27251
27204
2’169
2142
27120
2’089
1'937

6201
99’45
2672
14’05
9’580
77422
6’181
5’384
4’833
4’430
4’123
3’883
3’689
3’529
3’396
37283
3’186
3’101
3’027
27962
2’904
2’852
2’805
2’762
2’724
2’688
2’656
2’626
2’599
2’573
2’470
2’394
2’290
2’223
2’176
2’141
2’114
2’092
2’060
1’908

6209
99’45
26’69
14’02
9’553
7396
6’155
5’359
4’808
4’405
4’099
3’858
3’665
3’505
3’372
3’259
3’162
3’077
3’003
27938
2’880
27827
2’780
2’738
27699
2’664
27632
27602
2’574
2’549
27445
2’369
27265
27198
2’150
2’115
27088
2’067
2’035
1’882

6240
99’46
26’58
13’91
9’449
77296
6’058
5’263
4’713
4’311
4’005
3’765
3’571
3’412
3’278
3’165
3’068
2’983
2’909
2’843
2’785
2’733
2’686
2’643
2’604
2’569
2’536
2’506
2’478
2’453
2’348
27271
2’167
2’098
2’050
2’015
1°987
1’965
1’932
1’776

6260
99’47
26’50
13’84
9’379
77229
5’992
5’198
4’649
4’247
3’941
3’701
3’507
3’348
3’214
3’101
3’003
2’919
2’844
2’778
2’720
27667
27620
2’577
27538
2’503
2’470
27440
2’412
2’386
27281
27203
2’098
27028
1’980
1’944
1’916
1’893
1’860
1’700

6275

99’47
26’45
13’79
9’329
7’180
5’944
5’151
4’602
4’201
3’895
3’654
3’461
3’301
3’167
3’054
2’956
2’871
2’797
2’731
2°672
2’620
2’572
2’529
2’490
2’454
2’421
2’391
2’363
2’337
2’231
2’153
2’046
1’976
1'927
1’890
1’862
1’839
1’806
1°642

6286
9948
26’41
13’75
9’291
77143
5’908
5’116
4’567
4’165
3’860
3’619
3’425
3’266
3’132
3’018
2’920
2’835
2’761
2’695
2’636
27583
2’536
27492
2’453
2’417
2’384
2’354
2’325
27299
2’193
2’114
2’007
1’936
1’886
1’849
1’820
1’797
1’763
1’596

6296
99’48
26’38
13’71
9’262
7115
5’880
5’088
4’539
4’138
3’832
3’592
3’398
3’238
3’104
27990
2’892
2’807
2°732
2’666
2607
2’554
2’506
27463
2424
27388
2’354
2’324
27296
2’269
27162
2’083
1'975
1’904
1’853
1’816
1’787
1’763
1’728
1’559

6302
9948
26’35
13’69
9’238
77091
5’858
5’065
4’517
4’115
3’810
37569
3’375
3’215
3’081
27967
2’869
2’784
2’709
2’643
2’584
2’531
2’483
2’440
2’400
2’364
2’330
2’300
27271
27245
2’137
2’058
1’949
1’877
1’826
1’788
1’759
1’735
1’700
1'527

6313
99’48
26’32
13’65
9’202
7057
5’824
5’032
4’483
4’082
3’776
3’535
3’341
3’181
3’047
27933
2’835
2°749
2674
27608
27548
27495
2’447
27403
2’364
2’327
2’294
27263
27234
27208
2’099
2’019
1’909
1’836
1’785
1'746
1’716
1'692
1’656
1’477

6321

9948
2629
13’63
9’176
7°032
5’799
5’007
4’459
4’058
3’752
3’511
3’317
3’157
3’022
2’908
2’810
2’724
2’649
2’582
2’523
2’469
2’421
2°377
2’337
2’301
27267
2’236
27207
2’181
2°072
1’991
1’880
1’806
1’754
1’714
1’684
1°659
1’623
1°439

6326
99’48
2627
13’61
9’157
7°013
5’781
4’989
4’441
4’039
3’734
3’493
37298
3’138
3’004
2’889
2’791
2’705
27630
2’563
2’503
27450
27401
2’357
2’317
27281
27247
27216
27187
2’160
2’050
1'969
1’857
1’783
1’730
1’690
1'659
1°634
1’597
1°409

6331

99’49
26’25
13’59
9’142
67998
5’766
4’975
4’426
4’025
3’719
3’478
3’284
3’124
2’989
2’875
2’776
2’690
2’614
2’548
2’488
2’434
2’386
2’342
2’302
2’265
27231
2’200
2’171
2’144
2’034
1'952
1’839
1’764
1’711
1’671
1’639
1’614
1’576
1'384

6340
99’49
2622
13’56
9’112
6’969
5’737
4’946
4’398
3’996
3’690
37449
37255
3’094
2’959
2’845
2’746
27660
2’584
2’517
27457
27403
2’354
2’310
27270
2’233
27198
27167
2’138
2’111
2’000
1’917
1’803
1’726
1’672
1’630
1’598
1'572
1’533
1’330

6366
99’50
26’13
13747
9’023
6’882
5’652
4’861
4’313
3’911
3’605
3’363
3’168
3’006
2’871
2’755
2’655
2’568
2’492
27424
2’363
2’308
27258
2’213
2’172
2’134
2’099
2’067
2’037
2’009
1’894
1'808
1'686
1'604
1'544
1'498
1’461
1431
1’385
1°068
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B.19: Distribucién F de Snedecor (p = 0'995)
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16212
198’5
55’55
31’33
22’78
18’63
16724
14’69
13’61
12’83
12’23
11°75
11°37
11°06
10’80
10’58
10’38
10722
10°07
9’944
9’829
9’727
9’635
9’551
9’475
9’406
9’342
9’284
9’230
9’180
8’976
8’828
8’626
87495
8’403
8’335
8’282
8’241
8’179
7’886

19997 21614 22501

199°0
49’80
2628
18’31
14’54
12°40
11°04
10’11
9’427
8’912
8’510
8’186
7°922
7701
7514
7'354
7215
7°093
6’987
6’891
6’806
6’730
6’661
6’598
6’541
6’489
6’440
6’396
6’355
6’188
6’066
5’902
5’795
5’720
5’665
5’623
5’589
5’539
5’304

199’2
4747
2426
16’53
12792
10’88
9’597
8717
8’081
7°600
77226
6’926
6’680
6’476
6’303
6’156
6’028
5’916
5’818
5’730
5’652
5’582
5’519
5’462
5’409
5’361
5’317
5’276
5’239
5’086
4’976
4’826
4’729
4’661
4’611
4’573
4’542
4’497
4’284

199’2
46’20
23’15
15’56
12°03
10°05
8’805
77956
7’343
6’881
6’521
6’233
5’998
5’803
5’638
5’497
5’375
5’268
5’174
5’091
5017
4’950
4’890
4’835
4’785
4’740
4’698
4’659
4’623
4’479
4’374
4’232
4’140
4’076
4’028
3’992
3’963
3’921
3’720

23056 23440 23715 23924 24091

199’3
45’39
22’46
14’94
11’46
9’522
8’302
7471
6’872
67422
6’071
5’791
5’562
5’372
5’212
5’075
4’956
4’853
4’762
4’681
4’609
4’544
4’486
4’433
4’384
4’340
4’300
4’262
4’228
4’088
3’986
3’849
3’760
3’698
3’652
3’617
3’589
3’548
3’355

199’3
44’84
21’98
14’51
11°07
9’155
7°952
7134
6’545
6’102
5’757
5’482
5’257
5’071
4’913
4’779
4’663
4’561
4’472
4’393
4’322
4’259
4’202
4’150
4’103
4’059
4’020
3’983
3’949
3’812
3’713
3’579
3’492
3’431
3’387
3’352
3’325
3’285
3’096

199’4
44’43
21’62
14’20
10°79
8’885
7°694
6’885
6’303
5’865
5’524
5’253
5’031
4’847
4’692
4’559
4’445
4’345
4’257
4’179
4’109
4’047
3’991
3’939
3’893
3’850
3’811
3’775
3’742
3’607
3’509
3’376
3’291
3’232
3’188
3’154
3’127
3087
2’901

199’4
44’13
21’35
13’96
10’57
8’678
7°496
6’693
6’116
5’682
5’345
5’076
4’857
4’674
4’521
4’389
4’276
4’177
4’090
4’013
3’944
3’882
3’826
3’776
3’730
3’687
3’649
3’613
3’580
3’447
3’350
3’219
3’134
3’076
3’032
27999
27972
2’933
2’749

199°4
43’88
21’14
1377
10’39
8’514
7339
6’541
5’968
5’537
5’202
4’935
4’717
4’536
4’384
4’254
4’141
4’043
3’956
3’880
3’812
3’750
3’695
3’645
3’599
3’557
3’519
3’483
3’451
3’318
37222
3’092
3’008
2’950
2’907
2’873
27847
2’808
27625

24222 24334
199’4 199’4
43’68 43’52
20’97 20’82
13’62 13’49
10’25 10’13
8’380 8’270
7°211 7’105
6’417 6’314
5’847 5’746
5’418 5’320
5’085 4’988
4’820 4’724
4’603 4’508
4’424 4’329
4’272 4’179
4’142 4’050
4’030 3’938
3’933 3’841
3’847 3’756
3’771 3’680
3’703 3’612
3’642 3’551
3’587 3’497
3’537 3’447
3492 3’402
3’450 3’360
3’412 3’322
3’376 3’287
3’344 3’255
3’212 3’124
3’117 3’028
27988 2’900
2’904 2’817
2’846 2’759
2’803 2’716
2’770 2’683
2’744 2’657
2’705 2’618
2’523 2’437

24427 24505 24572 24632 24684

199’4
43’39
20’70
13’38
10°03
8’176
7°015
67227
5’661
5’236
4’906
4’643
4’428
4’250
4’099
3’971
3’860
3’763
3’678
3’602
3’535
3’474
37420
3’370
3’325
3’284
37246
3’211
3’179
3’048
2’953
2’825
27742
2’684
2641
2’608
2’583
2’544
27363

199’4
43’27
20’60
13’29
9’950
8097
6’938
6’153
5’589
5’165
4’836
4’573
4’359
4’181
4’031
3’903
3’793
3’696
3’611
3’536
3’469
37408
3’354
3’304
3’259
3’218
3’180
3’145
3’113
2’983
2’888
2’760
2’677
2’619
2’577
2’544
2’518
2’479
2’298

199’4
43’17
20’51
13’21
9’878
8’028
6’872
6’089
5’526
5’103
4’775
4’513
4’299
4’122
3’972
3’844
3’734
3’638
3’553
3’478
3’411
3’351
3’296
37247
37202
3’161
3’123
3’088
3’056
27926
2’831
2’703
27620
2’563
2’520
27487
27461
2423
2241

199’4
43’08
20’44
13’15
9’814
77968
6’814
6’032
5’471
5’049
4721
4’460
4’247
4’070
37920
3’793
3’683
3’587
3’502
37427
37360
3’300
37246
3’196
3’151
3’110
3’073
3’038
3’006
2’876
2’781
2’653
2’570
2’513
2’470
27437
2’411
2’373
27191

199’4
43’01
20’37
1309
9’758
7915
6’763
5’983
5’422
5’001
4’674
4’413
4’201
4’024
3’875
3'747
3’637
3’541
3457
3’382
3’315
3’255
3’201
3’152
3’107
3’066
3’028
2’993
27961
2’831
2’737
2’609
2’526
2’468
2’425
2’393
2’367
2’328
2’146




Tabla
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24728 24766 24803 24837 24959 25041 25101

199’4
42’94
20’31
13’03
9’709
7’868
6’718
5’939
5’379
4’959
4’632
4’372
4’159
37983
3’834
3’707
3’597
3’501
3’416
37342
37275
3’215
3’161
3’111
3’067
3’026
27988
2’953
27921
27791
2’697
2’569
2’486
27428
2’385
2’353
2’326
2’288
2’105

199’4
42’88
20’26
12798
9’664
7’826
6’678
5’899
5’340
4’921
4’595
4’334
4’122
3’946
3797
3’670
3’560
3’464
3’380
3’305
3’239
3’179
3’125
3’075
3’031
2’990
2’952
27917
2’885
2’755
2’661
2’533
2’450
2’392
2’349
2’316
2’290
2’251
2’069

199’4 199’4
42’83 42’78
20’21 20’17
12794 12’90
9’625 9’589
7788 T'754
6’641 6’608
5’864 5’832
5’306 5’274
4’886 4’855
4’561 4’530
4’301 4’270
4’089 4’059
3’913 3’883
3’764 3’734
3’637 3’607
3’527 37498
3’432 3’402
3’348 3’318
3’273 37243
3’206 3’176
3’146 3’116
3’092 3’062
3’043 3’013
27998 2’968
27957 2’927
2’919 2’890
2’885 2’855
2’853 2’823
2'723 2’693
27628 2’598
2’500 2’470
27417 2’387
2’359 2’329
2’316 2’286
27283 2’253
27257 27227
2’218 2’188
2’035 2’004

199°4
42’59
20’00
12°76
9’451
77623
6’482
5’708
5’153
4’736
4’412
4’153
3’942
3’766
3’618
3’492
3’382
37287
37203
3’128
3’061
3’001
27947
2’898
2’853
2’812
2’775
2’740
2’708
2’577
2’482
2’353
2’270
2°211
2’168
2’134
2’108
2’069
1’882

199’5
42’47
19’89
12°66
9’358
7’534
6’396
5’625
5’071
4’654
4’331
4’073
3’862
3’687
3’539
3’412
3’303
37208
3’123
3’049
27982
27922
2’868
2’819
2774
2'733
27695
27660
27628
27497
27401
2272
2’187
27128
2’084
2’051
2’024
1’984
1’794

199’5
42’38
19’81
12’58
9’291
7471
6’334
5’564
5’011
4’595
4’272
4’015
3’804
3’629
3’481
3’355
37245
3’150
3’066
27991
27924
2’864
2’810
27761
2’716
2°674
2’636
2’601
2’569
27438
2’342
2’211
27126
2’067
2’022
1’988
1’961
1’921
1727

25146 25183 25213 25254

199’5
42’31
19°75
12’53
9’241
77422
6’288
5’519
4’966
4’551
4’228
3’970
3’760
3’585
3’437
3’311
3’201
3’106
3’022
27947
2’880
2’820
2’765
2’716
27671
2’630
2’592
2’557
2’524
2’392
2’296
2’164
2’079
2’019
1’974
1’939
1’912
1’871
1’674

199’5
42’26
19°71
12°49
9’201
7’385
6’251
5’483
4’931
4’516
4’193
3’936
3’725
3’550
3’403
3’276
3’167
3’071
27987
2’912
27845
2°785
2’730
2’681
2’636
2’594
2’556
2’521
27488
2’356
27259
2’127
27041
1’980
1'935
1’900
1’873
1’831
1'631

199’5
4221
19’67
12’45
9’170
7’354
6’222
5’454
4’902
4’488
4’165
37908
3’697
3’523
3’375
3’248
3’139
3’043
2’959
2’884
27817
2’756
2’702
27652
2’607
2’565
27527
27492
2’459
27327
27230
2’097
2’010
1’949
1’903
1’868
1’840
1’798
1’595

199’5
42’15
19’61
12°40
9’122
7’309
6’177
5’410
4’859
4’445
4’123
3’866
3’655
37480
3’332
3’206
3’096
3’000
2’916
2’841
2’774
2’713
2’658
2’609
2’563
27522
2’483
2’448
2’415
27282
2’184
2’050
1’962
1’900
1’854
1’818
1’790
1’747
1’538

25284 25306 25325 25358 25462

199’5
42’10
19’57
12°37
9’088
7276
6’145
5’379
4’828
4’414
4’092
3’835
3’625
3’450
3’302
3’175
3’065
2’970
2’885
2’810
2’742
2’682
2°627
2’577
2’532
2’490
2’451
2’416
2’383
2’249
2’150
2’015
1'927
1’864
1’817
1’781
1’752
1’709
1’494

199’5
42’07
19’54
12’34
9’062
7251
6’121
5’356
4’805
4’391
4’069
3’812
3’602
37427
3’279
3’152
3’042
27946
2’861
2’786
2’719
2’658
2’603
27553
2’508
27466
27427
2’391
2’358
2224
2’125
1’989
1’900
1837
1’789
1’752
1723
1’679
1’460

199’5
42704
19’52
12732
9’042
77232
6’102
5’337
4787
4’373
4’051
3’794
3’584
3’409
3’261
3’134
3’024
2’928
2’843
2’768
2’700
2’639
2’584
2’534
2’489
2’447
2’408
2’372
2’339
27204
2’105
1’968
1’878
1’815
1’767
1’730
1’700
1’655
1’431

199’5
41’99
19747
1227
9’001
7’193
6’065
5’300
4’750
4’337
4’015
3’758
3547
3’372
3’224
3’097
2’987
2’891
2’806
2’730
2’663
2’602
2’546
2’496
2’450
2’408
2’369
2’333
2’300
2’164
2’064
1’925
1’834
1’769
1’720
1'682
1'652
1’606
1’370

199’5
41’83
19’33
12’15
8’882
7079
5’953
5’190
4’641
4’228
3’907
3’649
3’439
3’263
3’114
2'987
2’876
2’779
2’693
2’617
27548
27487
27431
2’379
2’333
27290
27250
2°213
2’179
2’039
1'935
1’790
1'692
1°622
1’568
1’525
1°490
1’436
1’076
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Glosario

F de Snedecor, véase Distribucion
F de Snedecor

J—Algebra, 125

t de Student, véase Distribucién ¢
de Student

Ajuste, 91
Algebra de sucesos, 125
Atributo, 10, 15

Bayes, véase Teorema de Bayes
Bernouilli, véase Experimento Ber-
nouilli

Caracter, 10
Cauchy, véase Distribucién de Cau-
chy
Centro de gravedad, 63
Coeficiente
X2, 73
~v de Goodman—Kruskal, 71
7 de Kendall, 70
p, 75
de contingencia, 74
de correlacién
biserial, 65
biserial-puntual, 66
de Pearson, 64
lineal, 64, 100, 169
tetracérica, 75
de Cramer, 74

de curtosis, 34, 158
de determinacién, 64, 99
de regresion, 93
de simetria, 33, 158
de variacion, 30
Combinaciones
con repeticién, 228
sin repeticién, 227
Combinatoria, 225
Covarianza, 63
Cuantiles, 26
Cuartiles, 26
Curva de regresion, 100

Deciles, 26
Dependencia
estadistica, 60
funcional, 60
Desigualdad de Tchebychev, 31
Desviacién
absoluta, 29
tipica, 27
Diagrama
de barras, 16
de Box-Whisker, 38
de dispersion, 16, 63
de puntos, 15
de tallo y hojas, 38
de tarta, 15
Distribucién
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260 Glosario

F de Snedecor, 209
X2, 207
t de Student, 208
beta, 203
binomial, 186
negativa, 189
condicionada, 56
conjunta, 54
de Cauchy, 204
de frecuencias, 14
de Laplace, 210
de Pareto, 211
de Poisson, 192
exponencial, 194
gamma, 202
geométrica, 188
hipergeométrica, 191
logistica, 211
lognormal, 206
marginal, 55
multinomial, 212
normal, 197
multidimensional, 214
truncada, 200
uniforme, 196
bidimensional, 213
continua, 195
discreta, 185

Ecuaciones normales, 91, 92, 96
Error cuadratico medio, 97, 102
Espacio

medible, 126

finito, 125

muestral, 123
Esperanza matematica, 154, 169
Experimento

aleatorio, 122

Bernouilli, 186
deterministico, 122

Funcién

caracteristica, 147

de cuantia, 147, 162

de densidad, 147, 151
condicionada, 167
conjunta, 163
marginal, 164

de distribucién, 147, 152
condicionada, 167
conjunta, 163
marginal, 164

generatriz de momentos, 147,

159

Histograma, 16
Independencia, 60

Marca de clase, 11
Matriz de varianzas y covarianzas,
170
Media, 156
aritmética, 18
armonica, 19
geométrica, 19
ponderada, 20
Mediana, 21, 158
Medida de probabilidad
de Kolmogorov, 128
finita, 128
Método de los minimos cuadrados,
91
Moda, 23, 157
Momentos, 31
bidimensionales, 62
respecto
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a la media, 32, 156, 169 Tabla
al origen, 32, 156, 169 de contingencia, 54
de frecuencias, 13
Normal, véase Distribuciéon normal  Toorema,
Normalizacion, 158 central del limite, 201
Nube de puntos, 16, 63 de Bayes, 135
Niuimeros combinatorios, 227 de la probabilidad total, 133

Pareto, véase Distribucién de Pa- Tipificacién, 36, 158

reto Variable, 10
Percentiles, 26 aleatoria, 145

Permutacionens,.?Qﬁ continua, 10, 146
con repeticion, 226 discreta, 10, 146
Poisson, véase Distribucion de Pois- mixta. 147
son Variables

Previsién, 105
Probabilidad, 126, 128, véase Me-
dida de probabilidad Variaciones. 226
condicionada, 131 con repeticién, 225
Proceso de Poisson, 192 Varianza. 27. 156

residual, 95
Vector de medias, 170

incorreladas, 64
independientes, 168

Rango, 29

Razoén de correlacion, 102

Recorrido, 29
intercuartilico, 29

Regresién, 100

Residuo, 94

Suceso, 124
contrario, 124
elemental, 124
imposible, 125
seguro, 125

Sucesos, 122
implicacién de, 124
incompatibles, 125
independientes, 133
interseccion de, 125
union de, 124



