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Capitulo 6

Analisis de la Varianza

1. Introduccién

Este capitulo estd dedicado al estudio de una de las herramien-
tas mas valiosas de la Inferencia Estadistica, el Analisis de la Varianza
(ANOVA). Desarrollada por Fisher en la década de 1920 para resolver
diversos problemas agricolas, ha llegado a instaurarse como una de las
técnicas mas utilizadas en el analisis estadistico de los disenos de expe-
rimentos aplicados a diferentes campos de las Ciencias Experimentales,
Ciencias de la Salud o Ciencias de la Educacién.

Las siguientes situaciones reales ilustran algunos problemas que
pueden ser abordados a través del andlisis de la varianza.

Ejemplo 6.1

» Un agricultor esta interesado en estudiar si la apli-
cacion de un abono en distintas dosis influye en el
rendimiento de su plantacion de maiz.

» Un laboratorio investiga si existen diferencias en la
efectividad que tienen varios firmacos para com-
batir una determinada enfermedad.
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» FEldirector de un colegio estd interesado en compa-
rar el rendimiento de tres métodos de aprendizaje
sobre la comprension lectora de sus alumnos.

= Un laboratorio desea mejorar el rendimiento de
un proceso quimico y para ello quiere averiguar los
efectos que la temperatura y el tiempo de reaccion
ejercen sobre el mismo.

FEn todos los ejemplos anteriores se pone de manifiesto la necesidad
de estudiar la influencia de un determinado factor o grupo de factores
sobre una variable respuesta. Para ello, se comparan los efectos que
las distintas dosis o niveles del factor producen en dicha variable. Esos
niveles del factor, también denominados tratamientos, pueden ser de
naturaleza cuantitativa o cualitativa.

Ejemplo 6.2 En el ejemplo del colegio, la variable bajo estudio o
variable respuesta es el rendimiento en la compren-
sion lectora, y el factor que se esta considerando es
el método para la ensenanza de la lectura, con tres
niveles correspondientes a cada uno de los métodos.

En el caso del laboratorio que desea mejorar el ren-
dimiento de un proceso quimico, la variable res-
puesta es dicho rendimiento y los factores que se
estan estudiando son la temperatura y el tiempo
de reaccion.

Puede ocurrir que el efecto producido por un nivel de un deter-
minado factor esté influenciado por los niveles de otros factores. En ese
caso, se dice que existe una interaccién entre dichos factores, es decir,
no actian independientemente.

Ejemplo 6.3 El efecto producido por un determinado tiempo de
reaccion sobre el rendimiento de un proceso quimi-
co esta influenciado por los distintos niveles de tem-
peratura, y reciprocamente.

Formalmente, el Andlisis de la Varianza permite analizar y com-
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parar experimentos en los que se describe una variable respuesta cuan-
titativa en funcién de otras variables, cuantitativas o cualitativas, de-
nominadas factores. Segin se esté estudiando un unico factor o varios,
se distingue entre ANOVA de un sélo factor o unifactorial, y ANOVA
multifactorial. Este capitulo se centra en el estudio del ANOVA unifac-
torial.

2. Modelo ANOVA unifactorial

Se sabe que sobre una determinada variable, X, influye un factor,
6, con k niveles, cuyos efectos interesa estudiar. El problema que se
plantea es analizar si los distintos niveles del factor bajo estudio influyen
de igual modo en la variable respuesta.

Para comprender el fundamento del andlisis de la varianza en el
caso unifactorial, se propone el siguiente ejemplo. A través de él se in-
troducen, de modo intuitivo, las claves del modelo.

Ejemplo 6.4  Se esta realizando un estudio sobre el desarrollo
y crecimiento de las doradas que se crian en las
distintas piscinas de una piscifactoria.

Se sabe que en el crecimiento de las doradas influ-
yen diversas causas o factores, como la salinidad, la
oxigenacion, la temperatura del agua, la luz, el tipo
de alimentacion, asi como la cantidad diaria de la
misma, la propia constitucion genética del pez, etc.
Todos ellos actiian de un modo u otro, con mayor
o menor intensidad, provocando la existencia de
diferencias en el crecimiento.

En concreto, el estudio se centra en los efectos que,
sobre el crecimiento de las doradas, ejerce una pro-
teina que se les suministra diariamente como com-
plemento a su alimentacion. Si ésta es suministrada
en distintas dosis, ;los efectos de las dosis sobre el
crecimiento seran diferentes?

Se trata de un problema tipico del analisis de la va-
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rianza donde sélo se estudia un factor, la proteina,
y los efectos que producen distintos niveles de ésta
en el crecimiento de las doradas.

Evidentemente, si la aplicacion de los diferentes ni-
veles de esta proteina producen un efecto analogo
en el crecimiento de las doradas, se deducira que
dicha proteina no influye en el crecimiento. Por tan-
to, el objetivo sera contrastar la hipétesis de que
todos los niveles del factor actian de igual forma.

Al estudiar la variabilidad que aparece en el creci-
miento de las doradas sometidas a distintos niveles
de proteina, debe considerarse que ésta puede de-
berse tanto al nivel de la proteina como a cualquie-
ra de los restantes factores. Por tanto, a la hora de
plantear el problema habra que tener este hecho en
cuenta.

Para abordar este tipo de problemas, el modelo que se propone
es el siguiente: puesto que la variabilidad de la variable respuesta se
debe a multitud de factores, se trata de dividir esa variabilidad en dos
partes, la originada por el factor bajo estudio y la variacion producida
por el resto de factores, conocidos o no, denominada, error experimental.
Teéricamente esto es posible, como se vera mas adelante.

En definitiva, el ANOVA nos va a permitir decidir si los distintos
niveles del factor establecen diferentes subpoblaciones en la variable res-
puesta, o, por el contrario, el comportamiento de la variable respuesta
es la misma para todos los niveles y se tiene una tnica poblacién.

Como ha quedado de manifiesto, el problema de averiguar si los
distintos niveles del factor afectan de igual modo a la variable respuesta,
se plantea como un contraste de hipétesis. Para lo cual, habréd que utilizar
algunas de las técnicas ya vistas en los capitulos anteriores.

El primer paso serd expresar matematicamente el modelo que se
esta estudiando, para, a continuacién, descomponer la variabilidad total



6.2 Modelo ANOVA unifactorial 151

de las observaciones y realizar el correspondiente contraste de hipétesis.
2.1. Especificacién del modelo

Se desea comparar los efectos de k tratamientos o niveles de un
unico factor sobre una determinada variable.

En este modelo se distinguen la variable cuantitativa respuesta,
X, y la variable independiente o factor, 4. Supéngase que dicho factor
se corresponde con una variable cualitativa con k niveles, (01, ..., d).

De cada nivel 7, se extrae una m.a.s. de tamano n;. El tamano
de cada una de las muestras no tiene por qué ser el mismo, aunque
cuando si lo es, el modelo se dice equilibrado y tiene ventajas sobre los
no equilibrados, como se comentara mas adelante.

La siguiente tabla recoge los N = Zle n; valores obtenidos en las

k muestras de tamanos ny, ..., ng.
Nivel Observaciones Total | Media muestral | Media poblacional
1 Tl T12 --- Tipg | T1. T H1
2 Tol T2 ... Top, | T2 T2 H2
k| xp1 ke oo Tgny | Tk Tk [k
Valores globales T x I

Donde x; representa el total de las observaciones en el i-ésimo nivel, es

decir, Z;”:l Zij = T, y T, es el promedio de las observaciones en dicho
z4

nivel 4, es decir, T; = T&.
T

A su vez, la suma de todas las observaciones viene dada por
k n;
r.=) >
i=1 j=1
y la media general de todas ellas por

T, =

T,
N
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El modelo de anélisis de la varianza de un sélo factor se expresa:
Xi=pi +e; i=1,...,k

donde u; seria la parte de X; explicada por el factor, la media de la
poblacion del nivel i, y €; es la variacion causada por los factores desco-
nocidos o no estudiados. Este modelo también se puede expresar como:

X, = p+0; + e, (6.1)

donde p; = p + 6;, siendo:

p: la media global de la poblacion, pardmetro comin a todos los niveles.

0;: el efecto diferencial respecto a la media global del i-ésimo nivel del
factor sobre la respuesta.

g;+ la componente aleatoria del error, la parte de la variable no expli-
cada por p y d;, es decir, el efecto de los factores extranos o no
controlables.

El modelo definido por (6.1), describe dos situaciones con respecto
al efecto de los tratamientos. Cuando los k tratamientos son selecciona-
dos especificamente por el experimentador, se dice que el modelo es de
efectos fijos y sus conclusiones no pueden hacerse extensibles a otros
niveles similares que no hayan sido considerados especificamente. Por el
contrario, cuando los k tratamientos constituyen una muestra aleatoria
de una poblacién de tratamientos, se dice que el modelo es de efectos
aleatorios o modelo aleatorio. En este ultimo caso, el objetivo sera gene-
ralizar las conclusiones extraidas de una muestra a todos los tratamientos
de la poblacién. Cuando hay mas de un factor, puede ocurrir que unos
sean fijos y otros aleatorios, en ese caso se denomina modelo mixto.

Nuestro estudio se centra en el modelo de efectos fijos. En dicho
modelo, puesto que los k niveles del factor son todos los que existen, los
efectos §; son constantes, es decir, no son variables aleatorias. De esta
forma, en el modelo

Xi = U + 6z + &4,
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las Uinicas variables aleatorias son los X; y los ;.

Por otra parte, deben verificarse las siguientes hipotesis:

» Los ¢; son variables aleatorias independientes.
= Los ¢; se distribuyen normalmente.

= V[e;] = 02, siendo o constante para todos los niveles del factor.

Estas hipétesis son fundamentales para el buen funcionamiento del mo-
delo, por lo que antes de aplicarse el ANOVA deberd comprobarse que
se verifican. Por esta razon, se ha dedicado un apartado a analizar la
validaciéon de dichas hipdtesis.

En estas condiciones se tiene:

L. E[Xi] = Elps + &i] = p
2. VIXi] = V[p+ 6 +ei] =02

3. X; son independientes ya que ¢; son independientes, y por tanto
Xi ~ N(,U,Z, O').

Puesto que el estudio que se esta realizando se centra en los efectos
de los distintos niveles del factor sobre la variable respuesta, interesa
probar hipdtesis sobre los §;, ¢ = 1,. .., k. Para lo cual, habra que estimar
previamente los pardmetros del modelo.

2.2. Estimacién de los parametros

En el modelo ANOVA de efectos fijos, a partir de la tinica infor-
macién disponible, es decir, las observaciones x;;, se tienen que estimar
w, oy é,i=1,...,k.

Intuitivamente, dado que d; = p; — p, si se estima pu y p; por las
respectivas medias muestrales, esto es, T, y T;_, se tiene que la estimacion
de §; serd T; — T ..
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Otra forma de obtener estimadores de u y §; es recurriendo al
método de minimos cuadrados, para ello:

kE n; kK n;
L(H761’76k) :Zzggj :ZZ(IU_M_(Sl)2

i=1 j=1 i=1 j=1
oL|

op | 1,04 0

oL N . R

9. |6 0; 1=1,...,k.

Obteniéndose como ecuaciones normales:

Ni + n151 + n232 +

+ nkgk = x_
nift + nioy = 1.
nafl +  ngde 2.
ngf + ngdy Tk.

Debido a que las ecuaciones no son independientes, la solucién no es

unica. Considerando los efectos de los niveles como desviaciones de la
media general, se tiene la restriccién:

k
E 71151 == O,
i=1
lo que da como solucién del sistema,

=,

o=

8|

5. — L., ZZl,...,k,

coincidiendo con las estimaciones obtenidas de forma intuitiva

Para conseguir un estimador del error, €;; = x;; — u — d;, basta
sustituir las estimaciones obtenidas de p y §;, resultando:

Eij =i —T.— (Ti. —T.) = T4 — T
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Para obtener un estimador de o2, se recurre al error experimental,

€ij-
k .
.9 die1 Z?lﬂ 5%‘
0= —————
N

Los estimadores de los &;;, €;j, no son independientes, ya que estan
sometidos a las restricciones que resultan al estimar los parametros. Es
decir,

2?2:1 Lij

n;
ng n;
E €ij = E xij—nm_:o, i=1,...,k.
j=1 j=1

Se tienen k ecuaciones de restriccién y n; valores de &;; que determinar
en cada una de ellas. Puesto que Z;“:l €;j = 0 para el efecto i-ésimo,
bastard con conocer n; — 1 valores de &;;, pues el otro quedara inme-
diatamente determinado. Luego el nimero de valores no determinados
a priori serd S (n; —1) = N — k.

~

i = T =

Dado que

k LS ~9 k  ny — \2
Zi:l Z];l 5ij - N& . Z ZZ Lij5 — Xy,
o2 o2 , o

y debido a que las observaciones z;; son independientes, se verifica que

Y T 2
> ()~
g

j=1
luego
N&?
o2 ~ XN—k>
por tanto,
N&? "2 N—-Fk 5
E|:0'2:| :N—kéE[U]:TO' 5

con lo que un estimador insesgado de o2 es

k P
diz Z?:1 5%;’
N -k
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2.3. Contraste de hipdtesis

Como ya fue mencionado anteriormente, en el modelo ANOVA
de un factor con k niveles, interesa saber si todos los niveles del factor
producen el mismo efecto. Es decir, en el modelo

Xi=p+0i+e,

se quiere contrastar la hipdtesis de que §; = 0, para i = 1,..., k. Como
d; = u; — w, en realidad el contraste que se plantea es si u; = u, para
i=1,...,k.

Se trata, pues, de realizar el contraste

Ho:pr=p2=-=pup=p
Hy: p; # p, paraalgini € {1,...,k}.

Cabria preguntarse si este contraste puede realizarse mediante
comparaciones dos a dos por las técnicas vistas en capitulos anterio-
res. El problema radica en que no se puede realizar contrastes sobre la
diferencia de dos medias de forma aislada, a un nivel de confianza 1 — «,
ya que no se sabe con seguridad cudl serd el nivel de confianza para el
conjunto de todos los contrastes. Esto podria provocar, por ejemplo, el
rechazar la hipétesis de igualdad de medias siendo cierta con una alta
probabilidad.

Ejemplo 6.5 En el estudio de los efectos de los 5 niveles de un
determinado factor sobre una variable concreta, se
desea probar la igualdad de las 5 medias, usando
comparacion por pares. El nimero de pares posi-
bles es 10, y si la probabilidad de no rechazar la
Hipétesis Nula en cada prueba es 1 — a = 0/95, la
probabilidad de no rechazar la Hipdtesis Nula en
las 10 pruebas es (0'95)10 = 0’60, si son indepen-
dientes. Se observa asi un incremento considerable
de la probabilidad de error tipo I.

El contraste F' que se propone se basa en la descomposicién de la
variabilidad total de los datos para encontrar el estadistico de contraste.
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2.3.1. Descomposicion de la variabilidad de los datos

Intuitivamente, si se estd estudiando los efectos que producen los k
niveles del factor sobre el conjunto de datos, la variabilidad total de esos
datos puede deberse a dos posibles causas: por un lado, la variabilidad
dentro de cada nivel, y por otra, a la variabilidad entre niveles.

Formalmente, tomando la (i, j)-ésima observacion,
Tij = p+0i + €
y sustituyendo p, d; y €;; por sus estimadores, se tiene

Ty =T+ (T —Z.) + (x5 — T;.)

(xij -Z.)=( —7.)+ (%’j — ;).
Tomando las N observaciones y elevando al cuadrado (suma de cuadra-
dos corregida),

k  n; kE n;
DD (wy—m )P =) Y (@ -7+ (v - 7))

i=1 j=1 i=1 j=1
o bien,
k  n; k k  ng
= 2 Y = )2
ZZ(:EZ] -Z.)" = an(fﬂz —-7) +ZZ(IL‘¢]' —7;)".
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
SCT SCTr SCE

Tomando como medida de la variabilidad total de los datos la suma de
cuadrados corregida, la ecuacién anterior muestra que dicha variabilidad
puede descomponerse en la suma de cuadrados de las diferencias entre
la media de los niveles o tratamientos y la media global, y la suma de
cuadrados de las diferencias entre las observaciones dentro del nivel y la
media en dicho nivel. Es decir,

SCpr =SCp,. + SCg,
donde:
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SCrr: Suma de cuadrados debida a los tratamientos (entre tratamien-
tos), que mide la diferencia entre niveles. Si todos los niveles me-
dios son iguales, SC, = 0. Cuanto mas difieran los niveles medios,
mayor serd SCr,.

SCpg: Suma de cuadrados debida al error (dentro de los tratamientos),
que mide la variabilidad total debida al azar o no controlada. Cuan-
to menor sea la variacién entre las observaciones de cada nivel del
factor, menor serda SCg. Si SCg = 0, para cada nivel todas las
observaciones son iguales.

Para poder estudiar y comparar la variabilidad de forma que no de-
penda de las unidades de medida, se calcula el cociente de ambas. Cuan-
do existan diferencias entre los distintos niveles, el cociente serd grande,
mientras que cuando no existan sera pequeno. Si fuese cierta la Hipétesis
Nula, esto es, si 1 = po = ... = up = i, las x;. tendrian que ser muy
parecidas y por tanto, cercanas a T, estando SCr, muy préxima de
cero y siendo pequena en relacién con SCg. Luego si Hy es cierta, %%7;
sera pequeno. Por tanto, parece que este cociente o alguna transforma-

cién del mismo, podria ser un estadistico apropiado para el contraste.

2.3.2. Estadistico de contraste

A partir del modelo,
X =u+ 6 + &,

se tiene que

ni
T =) wij =i+ nidi + &
Jj=1

Ty = p+ 0+ &
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Luego,
Ty — T = 0; + (é“ij —Z.)

Tij — Ti. = €ij — Ei,
T —T.=0;+ (€. —E.)

A partir de estas expresiones, cada una de las componentes de la varia-
bilidad total se puede expresar del modo siguiente:

1. La variabilidad total de los datos, SCr.

kE n;
SCT = ZZ(ZEU—fHV

i=1 j=1
k n;

= D> > i+ (-
i=1 j=1

= anéz + Z Z(Eij — E“)z + 22 Z(L(é‘z] — 5)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Hay un total de IV desviaciones x;; —.. que no son independientes,
ya que
kE n;
22 (@i =) =0,
i=1 j=1
por lo que el nimero de grados de libertad de SCr es N — 1.

Si se calcula el valor esperado de % teniendo en cuenta que

1
g; ~ N(0,0), se obtiene

k k  n; _
scr 1 5 ~ El(eij —£.)%]
Elvcy] = Yyt XY iR
=1 i=1 j=1
L 2 N (N-1,
T LMNI T NI\ N
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Denotando por MCp a la media de cuadrados %, se tiene que

bajo Hy, es E[MCr] = o%. En ese caso, MCr es insesgado para
2

o°.

2. La medida de las diferencias entre niveles, SCr..
k
SCry = Y (@i —z.)°
i=1
k
= > nldi+ @G -2
i=1
k k k
= > mib; + > niE —E)7+2) nibi(Ei —E.).
i=1 i=1 i=1

Aunque hay k niveles medios estimados, se estd trabajando bajo

el supuesto
k k
Zni(si = an(@ -7.)=0,
i=1 i=1

luego SCr, tiene k — 1 grados de libertad.

Si se calcula el valor esperado de &) CT’“,

SC r 71' 2
E[k:—Tl] = Zn, +an )]
= Zm = 1 an E[E’] - E[EiE.

k k
512 n;, |o o2 o?
e - - 27
Zn’k—1+2k—1 m NN
=1 =1
k
62 9
= ank _z 1 +
i=1
Denotando M Crp, = Cl , se tiene que M C'p, estima

Zk” A
i o-.
k—1

i=1
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Bajo Hy, es E[MCr,] = 02, y en ese caso MCr, es estimador
insesgado de o2.

3. La variabilidad no controlada, SCg.

kE n;
SCp = Y (v — i)

i=1 j=1

k n;
= > > (e —&)*

i=1 j=1

Puesto que dentro de cada nivel existen m; observaciones, cada
uno de ellos tiene asociado n; — 1 grados de libertad. Como hay k
niveles, el niimero de grados de libertad de SCg es

(nm—1D4+me—1)+...+(nx—1)=N — k.

Si se calcula el valor esperado de %, se tiene que

SC ko E[(Eijfgi.)Q]
E[N—Ek] =22 "N

=1 j=1
- - N—k N—kni
=1 j5=1

= 0’2

Denotando MCg = %7 se tiene que M Cg es estimador insesga-

do para o?.

Bajo las hipétesis del modelo ANOVA unifactorial que se esté es-
tudiando, es posible demostrar que:

. SfQE sigue una distribucion Chi—cuadrado con N — k grados de
libertad.
» Si la Hipdtesis Nula es cierta, S SQT r sigue una distribucién Chi-

cuadrado con k — 1 grados de libertad.
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s SC7, v SCE son independientes.

Por tanto, si la Hipdtesis Nula es cierta, el estadistico

B T MCr
- SCg 1 T
O L.~ MCp

sigue una distribucién F' de Snedecor con k—1y N —k grados de libertad.

Este estadistico proporciona, fijado un nivel de significacién «, la
siguiente regla de decisién del contraste:

Rechazar Hy cuando Fo > Fi_q k—1,N—k-

Si se rechaza la Hipétesis Nula, esto es, que §; =0, parai=1,...,k, es
porque al menos dos de los efectos son diferentes de cero, pudiendo ser
cero el resto.

2.3.3. Tabla ANOVA
El proceso para realizar el contraste:

Ho:pi=po=--=pp,=p
Hy: p; # p, paraalgini € {1,...,k}

se resume en la tabla 6.1, conocida como tabla ANOVA. Para facilitar
los célculos, se proponen las siguientes variantes de SCr, v SCg:

k k 2 )

ng ni(Ti, — .. =§ — -

T A (2 (] ‘ /n/l N

i=1 =1

k n; k n; k ZE2
§ § / — \2 E E 2 E L.
SCE = (a;ij — xl) = xij — nfl
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 "

Si Fy > Fi_q k—1,N—k, se rechazard la Hipdtesis Nula, es decir, que
los efectos que producen los distintos niveles del factor sean iguales.
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Suma de Grados de| Media de
Fuente cuadrados libertad |cuadrados| Fy
(SC) (G.L.) (MC)
ko 2 2
T4 T SCr,
Ent T L k—1
ntre (Tr) ; N 1
k ng k 2
2 3371 _ SCE MCTT
Dentro (E) ;;x” Zz:; . N -k N_& | MCh
Total SCr, + SCEg N -1
Tabla 6.1: Tabla ANOVA
Ejemplo 6.6 Un laboratorio investiga la efectividad de 5 nuevos

medicamentos para combatir la hepatitis. Puesto
que se dispone de una cantidad limitada de cada
uno de ellos, sélo puede administrarse a 4,2,2,3 y
1 pacientes, respectivamente. Para medir la efec-
tividad, se mide el tiempo de reaccion después de
inyectar cada medicamento. Para el experimento,
se toma una muestra aleatoria de 12 personas y a
cada uno se le inyecta una dosis de uno de los medi-
camentos, seleccionado aleatoriamente. Tras medir
el tiempo de reaccion los datos se recogieron en la
siguiente tabla:

Medicamento | Tiempo de reaccion
A 83 76 84 83
B 74 T1
C 81 64
D 79 95 100
E 71

La variable respuesta es el tiempo de reaccién, y se
esta estudiando un unico factor, el medicamento,
con 5 niveles. El objetivo sera averiguar si existen
diferencias entre los efectos que producen los medi-
camentos. Asi, si se identifican los respectivos me-
dicamentos con los niveles 1 a 5 del factor, interesa
realizar el siguiente contraste:

163
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{ Ho:pi=po=---=ps
Hy : /1’275/1’]7 alglin iaj€{17"-)5}7

para el que se supondra o = 0'05. En primer lugar,

hay que organizar los datos para su analisis.

Med.

Tiempo
reaccion

Z;,

Zj 9512]'

5O QW

8'3,76,8'4,8'3

74,71
8'1,6'4
79,95, 100
71

266’10
105'17
106’57
252'66
50'41

32’6
14’5
14’5
27'4
71

W NN

265'69
10513
105'13
250'25
5041

Total

12

96'1|780'91

776’61

De donde

"2 g2
SO = LW
(]

i=1
/12
— - =701
k n; k $2
2 i
PO ED D
i=1 j=1 i=1 "
780'91 — 776’61 = 4/30.
Y la tabla ANOVA para este ejemplo vendria dada

SCEg

por:
Fuente| SC |G.L. MC Fy
701
Entre | 701 7= 175
/ 430 _ e | 175 o
Dentro| 4’30 | 7 T—Oﬁl 061 =2'84
Total |11'31] 11

Como Fygs47 = 412 > 2'84 = F, se concluye
que no se puede rechazar la hipétesis de que los
medicamentos tengan el mismo efecto.
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2.3.4. Intervalo de confianza para la media

El contraste que se viene analizando permite determinar si difieren
los niveles medios de los tratamientos, u;. Si dicho contraste conduce a
que los niveles medios de los tratamientos son iguales, se concluye que
desde la éptica de la variable respuesta la poblacién es tinica.

Si la poblacién es tnica, el objetivo que se plantea ahora es ob-
tener un intervalo de confianza para la media de la misma. Para ello,
en lugar de aislar las observaciones en una unica muestra y utilizar la
cuasivarianza muestral para estimar la varianza poblacional, se puede
utilizar un estimador mejor mediante el MCF, el cual refleja informa-
cion de las muestras conjuntas e interviene en la varianza de la media
muestral bajo cada tratamiento.

En concreto, se verifica que

Ti, — i
— ~IN ks
V[xl ]
donde
_ o?
Vz]=—.
n;

Estimando o2 por MCg, se tiene que, la estimacién por intervalos de
confianza, al nivel 1 — o, para la media pu; es:

MCg

ng

IC —a(pi) = |Ti. £t1-2 Nk

Si en la realizacién del contraste no se tuvieran evidencias para re-
chazar la hipdtesis de igualdad de medias de los diferentes tratamientos,
se puede estimar la media comun de todos los tratamientos a través de
la media T_. Ya que esta verifica que

T.—

~tN_1,
V[z.]
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y estimando de nuevo o2 por M Cg, se tiene que el intervalo de confianza,
al nivel 1 — «, para la media p es:

_ MCEg
IC —o(p) = |ZT. £t1_2 N1 N
3. Contrastes miultiples
Cuando la realizacién del contraste:
Hy : P1=Ug =" ==L
Hy: p; #p, algini € {1,...,k},

lleva a rechazar la Hipdtesis Nula, es decir, a que los niveles medios de
los tratamientos sean diferentes, se concluye que existe influencia entre
el factor aplicado a la variable bajo estudio y la propia variable. Ahora
bien, con el objetivo de realizar un estudio mas detallado, se analizaran
cuales son los niveles que presentan medias diferentes.

Esto supone, bien estimar las medias individuales de cada una
de las poblaciones, o bien comparar pares de medias de poblaciones en
términos de sus diferencias estimadas.

Como ya se comentd anteriormente, los problemas surgen cuando
se comparan pares de medias de forma aislada, ya que incrementan la
probabilidad de error tipo I. Por esta razén, se proponen los denominados
procedimientos de comparaciones maultiples.

Los procedimientos de comparaciones miiltiples se pueden agrupar
en dos categorias: procedimientos de comparaciones simultdneas , donde
se utiliza el mismo estadistico con cada par de medias y procedimientos
de comparaciones secuenciales, donde el estadistico depende del niimero
de medias muestrales que se encuentran entre las dos que se contrastan,
tras la ordenacién previa de las k medias.

A continuacion, el estudio se centra en el anélisis de estos procedi-
mientos con el fin de detectar diferencias significativas entre las medias
de los distintos niveles del factor, cuando se ha rechazado la Hipdtesis
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Nula propuesta en el contraste del andlisis de la varianza. De ahora en
adelante se trabajara con un nivel de significacién conjunto c.

3.1. Test de Duncan

Para efectuar comparaciones multiples entre k medias, el test de
Duncan requiere de la media de cuadrados del error, M Cg, sus grados
de libertad y que el nimero de observaciones por nivel sea el mismo en
todos ellos, es decir, n; = n; = n, Vi, j.

Tras ordenar de forma creciente las k medias muestrales o prome-
dios de tratamiento, se determina el error estdndar en cada promedio

usando
R IMCEg
Op = A ——.
n

La idea de este test es calcular las diferencias entre las dos me-
dias a comparar, y averiguar si es mayor que una cierta cantidad que a
continuacién se calculard, R,. Si es asi, se rechazard que ambas medias
sean iguales al nivel de probabilidad elegido; de las medias que estan
entre ellas no se puede decir nada, por lo que serd necesario continuar
el contraste. Si la diferencia en cambio es menor que R, no se puede
rechazar que ambas medias sean iguales, sucediendo lo mismo con todas
las contenidas entre ellas.

Para calcular R, siendo p el nimero de medias entre las dos a
comparar, ambas inclusive, es necesario conocer el valor tabulado para
el recorrido de Duncan, 7,, dado en la tabla A.44. Este viene dado por
rp = Cl_ap,N—k, siendo N — k los grados de libertad del error. Una vez
conocido 7, el valor de IR, viene determinado por la expresién

MCp
R, =y | ==

Ejemplo 6.7 Un grupo de psicélogos y naturalistas estan estu-
diando las causas del insomnio para intentar encon-
trar el modo de solucionarlo. Tras muchas investi-
gaciones, dieron con cinco métodos que facilitan el
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sueno: pastillas, hierbas naturales, autosugestion,
yoga y gimnasia. Tras someter a varios pacientes
que sufrian insomnio a cada uno de estos métodos,
asignados aleatoriamente, las horas de sueno se re-
flejan en la siguiente tabla:

Pastillas Yoga Autosuges. Hierbas Gimnasia
934 6’46 5'79 837 4'94
853 4’83 513 757 4'11
9’43 5’89 6'17 869 545
837 530 4'72 8'06 5'21
964 6’33 560 723 5’00

Se ha comprobado que existen diferencias entre los
métodos. Se trata ahora de averiguar, con un nivel
de significacién de 0/05, cudles son los métodos que
presentan las diferencias.

Se tienen N = 25 observaciones y se desea com-
parar k = 5 medias. En primer lugar se calcularan
dichas medias y se ordenaran de mayor a menor:

f(l) = =906
f(g) =74 =798
T(3) = T2 = 5'76
T(g) = T3 = 548
T(5) = T = 4'94

En cuanto al valor de M Cg, se obtiene
MCg = 03461.

Se trata ahora de ir comparando cada dos medias

con el valor
_ [ MCg
RP - Tp n

donde 1, viene dado en la tabla A.44.
R, = MCp

\/ n
= rpy/ L =1, - 0'2631.
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Buscando en las tablas para n = 20, se obtiene que
r5 = 3'25; rqy = 3'18; r3 = 3/10; ro = 2/95,
por lo que

R5 = 0/8551; Ry = 0/8367;
R3 = 0/8156; Ry = 0'7761.

Para comparar las medias correspondientes a Pas-
tillas y Yoga, grupos 1 y 2, se procede en primer
lugar a identificar los rangos correspondientes a di-
chas medias, resultando que Ty = T(1) y Ta = T(3).
A continuacién se calcula la diferencia de las me-
dias

T(1) —T(3) = 9’06 — 5’76 = 3'3

el nimero de medias a considerar esp = (3 — 1) +
1 = 3, por lo que dicha diferencia debe compararse
con R3 = /8156, resultando significativa.

El resultado de las restantes comparaciones se re-
coge en la tabla 6.2, donde se han marcado con *
las diferencias significativas.

Resumiendo, las pastillas y las hierbas presentan
diferencias con los restantes grupos, pudiendo con-
siderarse iguales las parejas Yoga-Autosugestion y
Autosugestion-Gimnasia.

Test de Newman—Keuls

169

Este test es similar al de Duncan, salvo que el valor critico se

obtiene de modo diferente, a partir de las tablas de recorrido studenti-
zado. Al igual que en el método anterior, se requiere que el nimero de
observaciones por nivel sea el mismo, n.

Las k medias muestrales se disponen en orden creciente. De nuevo

se van calculando las diferencias entre cada dos de ellas y se estudia si
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Rangos | Diferencia | p R,
Pastillas-Yoga (1)-(3) 3’3 308156 | *
Pastillas-Autosugestion | (1)-(4) 3’58 4 108367 | *
Pastillas-Hierbas (1)-(2) 1’08 2| 07761 | *
Pastillas-Gimnasia (1)-(5) | 412 |5 08551 | *
Yoga-Autosugestién (3)-(4) 0’28 2107761
Yoga-Hierbas (3)-(2) 222 2| 07761 | *
Yoga-Gimnasia (3)-(5) 0’82 3108156 | *
Autosugestién-Hierbas (4)-(2) 2’5 3 | 0’8156
Autosugestién-Gimnasia | (4)-(5) 0’54 2107761
Hierbas-Gimnasia (2)-(5) 3’04 4| 0’8367 | *

Tabla 6.2: Resultados: Test de Duncan

son mayores que los valores

MCg

Wp = 4o,p,N—k n

siendo p el numero de medias que hay entre dos de ellas (incluidas éstas)
Y qa,p,N—k €l valor critico dado en la tabla A.42.

Si alguna de esas diferencias es mayor que su correspondiente Wp,
se rechaza que las medias sean iguales; en caso contrario, no se puede
rechazar que sean iguales.

Ejemplo 6.8 Para los datos del ejemplo anterior, se calcula

MC
Wp = dapN—k i

donde
Jop,N—k = 40'05,p,20, P =2,...,5,
obteniéndose
g5 = 4'23; q4 = 3'96; q3 = 3'58; g2 = 2/95.

Por tanto,
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Wy = 1'1155; Wy = 1/0419;
Wy =0'9419; W, = 0'7761.

A continuacién se van comparando medias.

Medias 1y 5: T1 — Ty = 412 > W5 = 1'1155, por
tanto, se rechaza la hipdtesis de igualdad de las
medias 1y 5.

Comparando todas las medias, se llega a los mis-
mos resultados que con Duncan, salvo que para el
caso de las medias 2 y 5: To — Ts = 0/82 < W3 =
0’9412, luego no se puede rechazar la hipdtesis de
igualdad de ambas medias. Notese que con el méto-
do anterior se rechazaba pero por una diferencia
muy pequena.

Por tanto, los resultados son basicamente los mis-
mos que en el ejemplo anterior.

3.3. Test de Bonferroni

El test de Bonferroni para comparaciones multiples estd basado
en la distribucién ¢t de Student. Al contrario que sucedia en los test
anteriores, aqui no es necesario que el niimero de observaciones por nivel
sea el mismo, pero requiere la especificacion previa del ntimero total de
estimaciones a realizar, m. A su vez, se trata de un procedimiento no
secuencial, recurriendo a un tnico valor critico para todas las diferencias.

La expresion que proporciona los intervalos de confianza para las

m combinaciones lineales, L;, siendo para todos ellos el nivel de confianza,
1 — «a, viene dada por

Li+ ti- 2 Nk VL.

En el caso, L; = p; — pj, las estimaciones por intervalos de con-
fianza de Bonferroni para las diferencias en los valores medios de los
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tratamientos, a un nivel 1 — «, vienen dadas por

_ _ 1 1
T — Ty tl—z‘j‘n,N—k\/MCE‘ <n- + n-)
i j

y por tanto, se rechazara la hipdtesis de igualdad de las medias ¢ y j

cuando
_ _ 1 1
@i, =T > ti- o Ny [ MCe | —+ — |
m n; n;

3.4. Test HSD de Tukey

El test HSD de Tukey, al igual que sucedia con el anterior, utili-
za un unico valor critico para todas las diferencias posibles, en vez de
comparar cada media con un valor distinto que dependa del ntimero de
medias contenidas en la comparacién. En este sentido, este test es no
secuencial. En concreto, el valor critico utilizado es el que aparece en las
tablas de recorrido studentizado para p = k, gk, N—k-

Para determinar si los valores medios de dos tratamientos difieren
0 no, sean por ejemplo p; y pj, con i # j, se determina el error estandar
de la diferencia de medias entre las muestras. Este es

1 1
E;;= \/MC’E ( + )
n; nj

A partir de €l se construye el valor

HSD;; = Jok,N—k Ei,

V2

donde el valor g,k n—k Viene dado en la tabla A.42. Se considerard que
las medias p; y p; son distintas cuando

|di ;| = [Z5. — T;| > HSD; ;.

Este estadistico permite construir intervalos de confianza para to-
das las diferencias de medias, con un nivel de confianza de al menos
1 — «, que viene dado por:

Ti, — Ty, + HSDZJ
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Cuando todos los tamanos muestrales son iguales, el nivel de confianza
por el método de Tukey es exactamente 1 — . Si los tamafios muestrales
son diferentes, el nivel de confianza para todas las comparaciones por
parejas sera mayor, es decir, el método es conservador, proporcionando
estimaciones menos precisas.

Ejemplo 6.9

3.5.

Si se le aplica el test HSD de Tukey a los datos
del ejemplo 6.7, donde

n; =5, Vie{l,...,5},
se obtiene lo siguiente:

El valor de qo k,N—k = 4005520 = 4'23 se encuentra
en la tabla A.42. A partir de éste se calcula

_ 90'05,5,20 1~
HSD;; = TEW.
2
Como los tamanos muestrales son todos iguales, el
valor de F; ; es constante, siendo éste,

E=Ey; = /MCgp?

= 026312,
luego

HSD = HSDLJ' =  {0'05,5,20 ° 0/2631
423 - 0'2631 = 1’1155,

que es constante para todas las medias.

Si se realizan los contrastes de igualdad de cada dos
medias al igual que se hizo con Duncan y Newman—
Keuls, se sacan basicamente las mismas conclusio-
nes, salvo en un caso: el método de las pastillas y
el de las hierbas se pueden considerar iguales segiin
el test de Tukey.

Test de Scheffé

Hay ocasiones en las que no se sabe de antemano cuantos contras-

tes se desean realizar, o situaciones en las que interesa realizar mas de
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k — 1 posibles comparaciones. En estos casos se recurre al método de
Scheffé, que permite realizar cualquier contraste, incluso aquellos que
plantean combinaciones lineales de medias de los tratamientos. Para la
realizacién de este test, no es necesario que el niimero de observaciones
por nivel sea el mismo.

Partiendo del modelo ANOVA:

i=1,....,k

Xi=p+0+¢ {&NN(O,O’)

se define Contraste como

k k
L= Zciéi, con Zci =0,
i=1 i=1

que no es sino una combinacion lineal de los k efectos. Como puede
observarse, este contraste equivale a

k k
L:Zcim, con ch:o,
i=1 i=1

k
ya que pu; = p1+06; y > ;¢ =0.
Puesto que L es desconocido, se puede obtener una estimacién de

la expresién anterior sustituyendo p; por su estimador, T; . Asi pues, se
tiene que

k
L= E CiTi..
=1

En cuanto a la varianza de L, se comprueba que vale

y su estimacién
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siendo M Cg la estimacién de o2.

Asi pues, el intervalo de confianza para L, a un nivel 1 — «, viene
dado por

Lt6p0/(k = DF_ap1 vt

Esto se traduce en lo siguiente. Si se pretende probar la hipétesis
de que el contraste L difiere significativamente de cero, la regla de de-
cisién que se adopta es si ]ﬁ\ > 6£\/(k —1)Fi_q k—1,N—k, se rechaza la
hipétesis de que el contraste L es igual a cero.

Puesto que lo que ha motivado el planteamiento de los contrastes
multiples es la necesidad de averiguar si un nivel del factor presenta un
efecto mayor que el de otro, se trata ahora de particularizar este método
al estudio de contraste de parejas de medias.

Si se quiere contrastar

{HoiﬂiZMj
Hy:opi # py

la diferencia L = p; — p; es un contraste de los definidos anteriormente,
ya que la suma de sus coeficientes da cero. Averiguar si las medias i y
j difieren es estudiar si la diferencia L es significativamente distinta de
cero. Por tanto, bastard comprobar si

L] > %\/(k — 1) Fi_ak—1,N—k

es decir, si

’fz‘. — fj_| > 6£\/(k — 1)F1—a,k—1,N—k'
De ser asi, se rechazaria la hipdtesis de igualdad de medias.

Ejemplo 6.10 Se quiere estudiar el grado de cultura que tienen
los jovenes entre 14 y 17 anos segun el nivel socio—
econdémico, que podria clasificarse en 5 grupos: A,
B, C, D y E. Aleatoriamente se toman muestras de
6 jovenes pertenecientes a cada nivel y se les somete
a un test, obteniendo los siguientes resultados:
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A|B|C|D|FE
321371302539
351393530 |42
27130 |28 22|28
311331342733
38 |42 |34 |31 | 47
291281302130

Suponiendo que entre los cinco niveles existen di-
ferencias significativas, se trata de averiguar entre
qué grupos se dan las diferencias, para lo que se
recurre al test de Scheffé.

En primer lugar, se quiere realizar el contraste

{Ho:m:ug
Hy oz # po

Se trata de averiguar si

[z —T2| > 65/ (k—1)Fi_ak—1,N—k

para el nivel de significacién 0'05. Esto es equiva-
lente a

2
ey > Flak-1N—ke

La tabla siguiente recoge los datos necesarios para
aplicar el test:

x x? n Z;.
A 192 | 6224 | 6 32
B | 209 | 7427 | 6 | 34'83
C 191 | 6121 | 6 | 31’83
D 156 | 4140 | 6 26
E 219 | 8267 | 6 | 36'5
Total | 967 | 32179 | 30 | 3223
SCr 62517 ,
MCE_N—k_ 5 = 2501.

Se calcula
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Hy, |FE.
p1 = po | 0124
p1 = s | 0°00
p = pg | 108
p1 = ps | 061
p2 = p3 | 027
H2 = g 0'34
p2 = ps | 0°08
p3 = pg | 102
p3 = ps | 065
pa = 5 | 3’31

Tabla 6.3: Resultados del test de Scheffé

(Tl. — fg.)2 1

_2/ 2
(~2'83) 0'24.

~9 —
o7 k—1

Como Fl—a,k;—l,N—k = F0/95’4725 = 2/76 < 0’24, no
se puede rechazar la hipdtesis de igualdad de las
medias 1 y 2, es decir, que no existen diferencias

1
2501(1 + 1)4

significativas entre el grupo A y B.

Habria que seguir realizando los contrastes de pares
de medias hasta comparar todas. Los resultados
obtenidos se recogen en la tabla 6.3, donde se han

marcado con * las diferencias significativas.

3.6. Diferencias entre los test de comparaciones miltiples

177

Dependiendo de que las comparaciones sean entre parejas de tra-
tamientos o mas generales, serd mas aconsejable el test de Tukey o el de
Scheffé. En el caso de comparaciones de parejas de tratamientos, puesto
que el de Tukey proporciona intervalos de confianza de menor longi-
tud, se preferird al de Scheffé. Sin embargo, puesto que normalmente los
contrastes que se realizan son més generales, el test de Scheffé tiende a
proporcionar, en esos casos, intervalos de confianza de menor longitud.

Si el nimero de contrastes a realizar es, a lo sumo, el niimero de
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tratamientos, es preferible el test de Bonferroni al de Scheffé. De hecho,
para que el test de Scheffé sea mejor, el nimero de contrastes debe ser
bastante superior al de tratamientos o niveles del factor.

Por otra parte, en lo que respecta a la eleccién entre Duncan,
Newman—-Keuls o Tukey, todo depende del riesgo que se esté dispuesto a
correr al aceptar méas o menos diferencias entre las medias. Se elegira en-
tre uno u otro segun se esté interesado en un menor o mayor nimero de
diferencias significativas y el grado de seguridad con que pueda tomarse.

4. Validacion del modelo

En el modelo ANOVA de un factor,
Xi=pu+0d0+e, Vi=1,....k

se parte del supuesto que g; ~ N (0, o) y de que las muestras son indepen-
dientes. Cuando estas suposiciones son validas, el modelo proporciona
una prueba exacta para la hipdtesis de igualdad de medias de los niveles.
Pero en la practica, éstas no se suelen cumplir con exactitud, por lo que
antes de aplicar el andlisis de la varianza debera comprobarse que tales
suposiciones son ciertas.

Para averiguar si se cumplen las mencionadas condiciones pa-
ramétricas de aleatoriedad, normalidad y homocedasticidad de los re-
siduos o errores, se hace uso de algunos de los contrastes vistos anterior-
mente.

Asi, para estudiar la aleatoriedad de los ¢;, se puede recurrir al
test de rachas. En cuanto al estudio de la normalidad de los residuos, lo
mejor es realizar uno de los siguientes contrastes: el test de la x?, el test
de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors o el test W de Shapiro-Wilks.

4.1. Homocedasticidad
Para estudiar si los residuos provienen de poblaciones Normales

de igual varianza, es decir para comprobar la homocedasticidad, existen
varios test que contrastan dicha igualdad de varianzas en k poblaciones.
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Los contrastes de Bartlett y Hartley, que suponen que cada una de las k
poblaciones es Normal y que se han obtenido de cada poblacién muestras
aleatorias simples, o el de Cochran, son algunos de los que se proponen.

El de Bartlett es un contraste general que abarca tanto el caso de
tamanos muestrales iguales como desiguales; sin embargo, el de Hartley
sélo es aplicable si los tamanos muestrales son iguales, y se ha disenado
para ser sensible a diferencias sustanciales entre la varianza poblacional
més grande y la mas pequena. El contraste de Cochran se preferird cuan-
do la mayor varianza muestral sea mucho mayor que el resto, o cuando
el nimero de niveles por factor sea superior a 12.

En los tres, el contraste que se pretende realizar es el siguiente:

Hy:01=09=---=0y
Hy: 0;# oj,para algin i # j

4.1.1. Test de Bartlett

Para resolver el contraste de igualdad de varianzas propuesto, se
recurre al siguiente estadistico:

k
B = % [(N — k)log 2 — (Z(n —1)log 52)

i=1

)

donde 531, e ,ka representan las cuasivarianzas muestrales, S2 denota

la cuasivarianza ponderada,
SQ — Zf:l(ni - 1)5(3
¢ N —k '
y donde C viene dada por
k
1 1 1
c=1 — )
Ty [Zni—l N—k]

i=1

Para un nivel de significacion «, el test de Bartlett rechaza Hy, si
2
B> Xk—l,l—oz‘
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Observacién 6.1 La aprorimacion a una Chi-cuadrado se considera
apropiada cuando n; > 5,1 =1,... k.

El test de Bartlett es sensible a desviaciones de la normalidad, en
cuyo caso no es recomendable.

Ejemplo 6.11 Se esta realizando un estudio para averiguar cuan-
to difieren los niveles de una determinada sustancia
quimica en tres grupos de personas que han seguido
dietas diferentes. Para ello se tomaron las siguien-
tes muestras, que se saben estan normalmente dis-
tribuidas:

Dieta 1 | Dieta 2 | Dieta 3
256 266 269
628 256 256
253 258 620
256 320 452

450 286

256

Con el proposito de averiguar en estudios posterio-
res si el nivel de la sustancia depende de la dieta,
se va a llevar a cabo un analisis del cumplimiento
de la condicién de homocedasticidad, a través del
test de Bartlett. El contraste que se plantea es
Hy: 0% =03 =03
{ Hy: 02-2 =+ 0']2, para algin i # j

El estadistico que se utiliza es

k
B = % [(N — k) log S? — <Z(nz - 1)log502i>]

i=1

siendo
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k
1 1 1
-1 ) - .
¢ +3(k—1)[ m—1 N—k]

i=1
Es sabido que B ~ X%A- Para k = 3 y puesto que
N =15, n =4, n, =5 yng =6, el valor de C
sera,
¢ = 1t gt
1'1167.

- 4]

(S
_

Calculando las cuasivarianzas muestrales,

S = : > (i —m)

n; — 1
(A ]:1
1 T
_ S al - 1 S u
o —1 oon K
¢ 7=1 7j=1

S2 = 34784'25; 52, = 6814; 52, = 22275'9

1=

y el valor de S? resulta

1
52 = 5 [3-34784'25 4+ 4 - 6814 + 5 - 22275'9]
!/
_ 2y

Luego, sustituyendo en la expresion de B, se llega
a que B = 2/0206. Para un nivel de significacién de
0’05, el valor de X2 595 = 5'99, que resulta ser ma-
yor que el de B, po7r lo que no se puede rechazar la
hipétesis de igualdad de varianzas, asumiendo por
tanto, que se verifica la hipdtesis de homocedasti-
cidad.

4.1.2. Test de Cochran

El test de Cochran para muestras del mismo tamano, n, propone
como estadistico la razén entre la mayor varianza muestral y la suma de
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todas las varianzas muestrales, es decir,

< 2
maxlgigk Sz

S S?

En la tabla A.39, aparecen los valores criticos para este contraste. Si
resulta que C' es mayor que el valor que alli apareciese para k y n, se
rechaza la hipétesis de igualdad de varianzas.

Ejemplo 6.12 Supdngase que se esta estudiando un factor que
tiene 5 niveles, de los cuales se extraen cinco mues-
tras aleatorias de tamano 10. Se conocen las va-
rianzas de cada una de las muestras:

S} =26,593 =51,55 =40,5] =24 y 52 = 28.

Se trata de realizar el contraste de igualdad de va-
rianzas, al nivel de significacién de 005, para las
muestras anteriores, a través del test de Cochran.

El estadistico de contraste viene dado por:

2 2
o - glfigxksi _ 51
- k 169
> st
=1
= 0'302.

Buscando en las tablas de Cochran para o = 0/05,
k =5 yn = 10, se obtiene el valor critico de 0'4241,
que resulta ser mayor que el valor de C', por lo que
no se puede rechazar la hipotesis de igualdad de
varianzas.

4.1.3. Test de Hartley

El test de Hartley se aplica cuando las k varianzas muestrales
tienen los mismos grados de libertad, es decir, cuando el ntmero de
observaciones por nivel sea el mismo, n. Esta basado en la comparacién
de la mayor varianza muestral con la menor, de modo que el estadistico
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que se emplea es

( 2
- maxi<j<k S;

=——==""1
ming <<y S;

Cuando el estadistico H sea mayor que el valor tabulado Hj, ,, siendo
v = n—1, se rechaza la hipétesis de igualdad de las varianzas. Los valores
de Hy, vienen dados en la tabla A.45.

4.2. Transformaciones de las observaciones

Hay ocasiones en las que una transformacion en las observaciones
permite corregir alguna de las desviaciones debidas al no cumplimiento
de las hipdtesis del modelo. Es el caso de los datos que, sin proceder de
poblaciones Normales, pueden aproximarse a ella.

Entre las transformaciones méas importantes destacan la transfor-
macién raiz cuadrada y la transformacién arco seno.

4.2.1. Transformacion raiz cuadrada

Esta transformacién resulta muy 1util cuando los datos proceden
de una Poisson o, de modo general, cuando los datos observados son
numero de elementos. En estos casos se trabaja con la raiz cuadrada de
los datos o con alguna funcién de la misma, como es

N
X —=.
8

4.2.2. Transformacion arco seno

Cuando los datos vienen dados en tantos por ciento, p, es decir,
proceden de una distribucion Binomial, se aconseja realizar la transfor-
macién

arcsen /p.
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Ejemplo 6.13 Se quiere estudiar si los tres niveles de un deter-
minado factor A son iguales. Para ello, se toman
tres observaciones de cada nivel, viniendo dados
los datos en porcentajes, tal y como indica la tabla

siguiente:
Nivel I | Nivel II | Nivel 111
8’1 8’6 12
9'2 89 132
9’5 7'4 131

Previo al analisis de la varianza y puesto que los da-
tos siguen una Binomial, se va a realizar una trans-
formacion de las observaciones mediante arc sen /p.
Los resultados aparecen en la siguiente tabla:

Nivel I| Nivel I | Nivel 111
16’54 1705 20'27
1766 17'36 21’30
1795 15'79 21/22

A continuacion se realiza el correspondiente anali-
sis de la varianza:

Fuente | SC | G.L.| MC Fy
Entre | 30’61 2 | 1531
Dentro | 3'15 6 0'52 | 29’172

Como Fl—a,lc—l,N—k = F(Oll, 2, 6) == 3/46 y

Fy = 29'172 > 346 = Fl—a,k—l,N—k:
se rechaza la hipétesis de que los tres niveles del
factor sean iguales.

5. Tests no paramétricos

Cuando alguna de las condiciones paramétricas del ANOVA no se
cumpla, habra que recurrir a otros métodos para contrastar la hipdtesis
de igualdad en los niveles medios del factor que se estd estudiando. Los
tests no paramétricos son una alternativa al ANOVA cuando alguna de
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las condiciones de normalidad, homocedasticidad o independencia falla.
Entre ellos, se estudian los test de Kruskal-Wallis, de Q de Cochran y
el de Welch.

Una vez contrastada la hipétesis de igualdad de los efectos, si ésta
es rechazada, habra que realizar un estudio para averiguar donde se
encuentran las diferencias. Para ello, se recurre de nuevo a las compara-
ciones multiples, en el que se estudia el test de comparaciones multiples
de Kruskal-Wallis.

5.1. Test de Kruskal-Wallis

El test de Kruskal-Wallis permite probar la hipdtesis de igualdad
de k tratamientos cuando no se da la normalidad o la homocedasticidad,
siendo necesario sdlo que las observaciones sean independientes.

Dicho test se basa en reemplazar las observaciones por sus respec-
tivos rangos, para lo cual se toman k muestras aleatorias de tamano n;
de cada uno de los niveles del factor. A continuacién se organizan las
observaciones x;; en orden ascendente, reemplazandolas por su rango,

Rij.

Si el numero total de datos es N = Zle n;, el rango 1 le co-
rrespondera al valor méas pequenio y al méas grande, N. Cuando haya
observaciones repetidas, se les asignard el rango promedio a cada uno
de ellas. La suma de los rangos de las observaciones del i-ésimo nivel se
denota por R;.

Cuando no existen observaciones repetidas, el estadistico de con-
traste tiene la siguiente expresién

k
12 R2
H=—" Y %t _3(N+1).
N(N—i—l);ni SN+

Cuando, por el contrario, existan varias observaciones repetidas, se uti-
liza una correccién del estadistico anterior

H

HC:77
C
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siendo
k
> —m)
_q1_ =t
¢ N3 —-N ~’

donde 7; denota el niimero de observaciones repetidas en cada grupo de
repeticiones.

Cuando n; > 5 o el niimero de niveles es mayor que 3, el estadistico
H se distribuye como una Chi—cuadrado de k — 1 grados de libertad, si
la Hipdtesis Nula es verdadera. Por tanto, se rechaza la Hipdtesis Nula
cuando H > Xz—l,l—a'

Para el caso de 3 niveles y n; < 5, se recurre a los valores que
aparecen en la tabla A.40, H(«, 3, (n1,n2,n3)), de manera que se recha-
zard la Hipétesis Nula cuando H > H(a, 3, (n1,na,n3)).

Ejemplo 6.14 Una compania quiere comparar 5 tipos de llantas,
A, B, C, Dy E, por lo que decide probarlas en cinco
coches similares, asignandoles a cada uno de ellos
y al azar, un tipo de llanta. Sus vidas medias en
rodaje, medidas en miles de millas, vienen dadas
en la siguiente tabla:

Llantas Vidas medias
A 68 72 77 42 53
B 72 53 63 H3 48
C 60 82 64 75 72
D 48 61 57 64 50
E 64 65 70 68 53

Se quiere contrastar la hipdtesis de que no hay di-
ferencias entre ellas a un nivel de significacion del

5%.

Suponiendo que no se verifican las condiciones pa-
ramétricas, el problema se va a abordar desde el
punto de vista no paramétrico, recurriendo al test
de Kruskal-Wallis.
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Para ello se ordenan los datos en orden creciente y
se les asigna su rango, obteniéndose

Llantas Rangos R;
A 175 21 24 1 65| 70
B 21 6’5 12 6’5 2'5]48'5
C 10 25 14 23 21| 93
D 25 11 9 14 4 | 40’5
E 14 16 19 175 6'5| 73

Se tiene N = 25 observaciones, de las cuales algu-
nas estan repetidas. La siguiente tabla refleja aque-
llos datos que se repiten y cuantas veces:

Observacion | 48 53 64 68 72 Total
r; 2 4 3 2 3
3 —r; 6 60 24 6 24 120

Puesto que existen observaciones repetidas, el es-
tadistico de contraste es H. = %, siendo

k
12 R?
H = N(N+1);m—3(1\r+1)
k
G
C = 1-=

N3 - N
A partir de las tablas anteriores, se obtiene

C=09923 y H=1644

Por tanto, el valor del estadistico

644
09923
Para o = 005 es X%—l,l—a = Xiol% = 949, re-
sultando ser mayor que el valor H., por lo que no

se puede rechazar la hipdtesis de igualdad en las
llantas.

6'49.
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5.2. Test Q de Cochran

El test de Cochran se utiliza cuando las observaciones no cumplen
ninguna de las condiciones paramétricas, en especial la independencia.
Es el test que se suele aplicar cuando, por ejemplo, la misma persona
o grupo de personas es sometida a los k niveles del factor o cuando los
valores observados son dicotémicos. Es importante senalar que en este
test, el nimero de elementos sometidos a cada nivel del factor debe ser
el mismo.

La base radica en la construccién de una tabla de ceros y unos,
con tantas filas como individuos sometidos a cada nivel (supéngase N) y
tantas columnas como niveles tenga el factor (k). Cuando la respuesta del
individuo al nivel sea favorable, se le asignard un uno, en caso contrario,
un cero. El total de unos en la columna j se denotard por ¢; y el de la
fila i por f;.

El estadistico de contraste es el siguiente:

k k
(k—1) ch?— ch
j=1 j=1
Q - N N )
Y fi=>
i=1 i=1

que se sabe tiene una distribucién Chi—cuadrado con k — 1 grados de
libertad.

Ejemplo 6.15 Una empresa estd a punto de sacar al mercado
un nuevo producto dirigido a los jovenes entre 14
y 17 anos, pero atin no ha decidido la apariencia
y textura que le van a dar a dicho producto. Cua-
tro agencias de publicidad le han presentado sus
propuestas, pero la agencia ha decidido que sean
los propios consumidores los que elijan la forma.
Aleatoriamente seleccionaron a seis jovenes y les
presentaron las cuatro modelos, teniendo que con-
testar si les gustaba o no. La siguiente tabla recoge
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los resultados, donde los unos significa que gusté y
los ceros, que no.

Joven|Modelo 1|Modelo 2| Modelo 3| Modelo 4
1 0 0 1 0
2 0 0 1 1
3 0 1 1 1
4 1 1 0 0
5 1 0 0 1
6 0 1 1 0

Para contrastar si los cuatro modelos son igual-
mente aceptados, se recurre al test () de Cochran.

El estadistico de contraste es,

k k
(k—1) kZCJQ - ch
0 — j=1 j=1

N N
Y fi=D 1
i=1 i=1

por lo que hay que calcular las f; y ¢;. Observando
la tabla, se obtiene:

2

c1 =200 = 3;¢3 = 45¢4 = 3;

i=1Lfao=2f3=3;f1=2;f5=2;f6 = 2;
4 2 4 2
Sl =3%  (Tiig) =14

SO fi=12 0 2 =26

Por Io tanto,

~ 3[4-38 —144]
@="T1-%
y puesto que, para un nivel de significacion del
10%, es x3 = 6’251, mayor que @, no se puede
rechazar la hipétesis de igualdad en los cuatro mo-
delos propuestos.

= 1091
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5.3. Test de Welch

Para contrastar si los efectos de los distintos niveles de un factor
son iguales, cuando falla la condicién de homocedasticidad, se utiliza el
test de Welch.

Se extraen k muestras aleatorias de cada nivel, de tamano n;. Sea
w; = %, siendo Sl? la varianza del nivel i-ésimo, y w = Y ;. ; w;. Si @;.
1

representa la media del nivel i-ésimo, se define
k
Z W;T;.
_ i=l
—
> wi
i=1

El estadistico que se utiliza es el siguiente:

k
Zwi(x, a:)2
i—1
2 _ k—1
e ok —2) <n 1 w12
1 [1—4}
+ k2 -1 ;ni—l w

que se sabe tiene una distribucién F' de Snedecor de vy y vo grados de
libertad, siendo

-1
ey
n; — 1 w

3
V1:k’—1; V2:[k2—1i_1

Si v? > Fy, vs.a, se rechaza la hipdtesis de que las los niveles
medios del factor sean iguales.

Ejemplo 6.16 FEn una academia de francés, disponen de tres
métodos para el aprendizaje de este idioma. Se
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quiere averiguar si los tres son igualmente efecti-
vos, para lo que se toman muestras aleatorias de
individuos pertenecientes a cada uno de los grupos
sometidos a un método. Tras hacerles un examen,
los resultados fueron los siguientes:

Método | Método | Método
1 2 3
117’4 136'3 212’6
196'6 140’4 217'6
197’5 175'5 220'6
103’8 104’4 2200
1753

Si se realiza el test de Shapiro—Wilk, a un nivel
de significacién del 10 %, para saber si se cumple
la condicién de normalidad, se llega a que Weyp =
0’879 y Wiz o1 = 0’889, con lo que se rechaza la
hipdtesis de normalidad. Andlogamente, si se rea-
liza el test de Hartley para contrastar la hipdétesis
de igualdad de varianzas, se llega a rechazar di-
cha hipdtesis. Ante esta situacion, para averiguar
si los tres métodos son igualmente efectivos se va
a recurrir al test de Welch.

La siguiente tabla recoge los datos que hacen falta
para calcular el estadistico de contraste:

Método 1|Método 2|Método 3
n; 4 5 4
;. 152/83 146/38 21770
Sf 1891/6219| 716’8056 9’93
w; = % 0’0021 0’007 0'4028
VA

Sustituyendo los valores de
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3
wo= Y w; = 041191
i:l3
7 = 2a=t"Ti _oi6rs909

w
en la expresion del estadistico, se obtiene,

k

Zwi(xz z.)*
i=1
V2 — k—1
2k —2) o~ 1 w;
L k2 —1 ;n,—l[ _E]

= 18'987.
Puesto que vy =2 y

k 17t
2= [k?g—lznil—1 (1_1:1)2]

=1

= 466,

para un nivel de significacién de 0'1, se tiene que
Fy501 = 3'78 y como V2 > Fy 51, se rechaza la
hipdtesis de que los tres métodos sean iguales.

5.4. Test de comparaciones miultiples de Kruskal-Wallis

Si tras realizar el contraste se rechaza la hipétesis de igualdad en
los niveles medios del factor, habra que averiguar cudl o cudles de ellos
son distintos.

Suponiendo, en primer lugar, que todas las muestras son del mismo
tamano, n, el criterio adoptado para rechazar la hipétesis de que la media
de los niveles 7 y 7 sea la misma, viene dada por:

|Ri — Rj| > rakm,

siendo R; la suma de los rangos en la muestra del nivel 7, R; la suma de



6.5 Tests no paramétricos 193

los rangos de la muestra del nivel j, k el nimero de niveles del factor y
Ta,km dado en la tabla A.41.

Cuando k = 3 y las muestras son de distinto tamano, el criterio
para rechazar la hipdtesis de igualdad de medias de los niveles i y 7, es
el siguiente:

|R; — Rj| > \/H(a,B, (1,1, mg)) D) <1 . 1>7

12 n; nj

donde R; y Rj son los rangos medios de las muestras ¢ y 7, es decir,

y H(a, 3, (n1,n2,n3)) viene dado en la tabla A.40.

Cuando se trate de muestras grandes y de distinto tamano, se
utiliza la aproximacién

- 1 1 1
|Ri — Rj| > Za nntl) (1, 1Y
12 n; n;

donde Z, es el valor critico de la distribucién N(0,1) para un nivel de
significacion

k(k—1)
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6. Ejercicios
6.1. Ejercicio resuelto

6.1 El propietario de una tienda de electrodomsésticos tiene pen-
sado asignar unas primas en funcién de la capacidad de venta de sus 3
vendedores. Para conocer dicha capacidad, registra, en cinco instantes
distintos de tiempo el volumen de ventas realizado por cada uno. Dichas
cantidades, en miles, vienen dadas en la siguiente tabla:

Vendedor A | Vendedor B | Vendedor C
30 85 40
20 73 28
35 92 39
42 86 41
60 75 50

a) Comprobar, a un nivel de confianza del 90 %, si el volu-
men de ventas difiere segun el vendedor.

b) Suponiendo normalidad, independencia y homocedasti-
cidad en los datos, jse puede admitir con una confianza del 99 % que el
volumen de ventas depende del empleado?

c) /Se puede afirmar, con una confianza del 95 %, que la
capacidad de venta del empleado A es diferente a la del empleado C?

Solucién:
a) Para averiguar si el volumen de ventas difiere de unos
empleados a otros, se plantea el siguiente contraste de medias:

Ho:pn = po = ps
Hl By o2 7& g, para algﬁn Z?] € {17273}

Suponiendo que no se verifican las condiciones paramétricas, el problema
se va a abordar desde el punto de vista no paramétrico, recurriendo al

test de Kruskal-Wallis.

Lo primero es ordenar los datos y asignarles su rango, obteniendo
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la siguiente tabla:

A TA B B C ro
30 3 85 13| 40 6
20 1 73 11 28 2
35 4 92 15| 39 )
42 8 86 141 41 7
60 10| 75 12 50 9
Ry = 26| Ry, = 65| R3 = 29

Puesto que hay N = 15 datos y ninguno de ellos se repite, el
estadistico de contraste viene dado por

12 R?
H = ——= N2 _3(N+1
NUV+U;; SNV +1)

12 [262 652 292
— 4+ = | —3-16 = 9'42.
15-16[5 + 5 + 5]

Utilizando la tabla A.40, para a = 0'1 y n; = ny = ng = 5, se ob-

tiene el valor H(0'1,3,(5,5,5)) = 4’56. Como H («, 3, (n1,n2,n3)) < H,

se rechaza la hipétesis de igualdad de medias, es decir, existen evidencias

para decir que la capacidad de venta difiere de unos empleados a otros.

b) Suponiendo ahora normalidad, homocedasticidad e inde-

pendencia, para averiguar si el volumen de ventas depende del empleado,

o lo que es lo mismo, si el volumen de ventas es el mismo para cada em-
pleado, se recurre al test F' del ANOVA.

De nuevo se plantea el contraste:

Ho:py = p2 = ps
Hy : pi # pj, para algin i,5 € {1,2,3}

Para resolverlo, se recurre al estadistico

o MCTT

F ~F._1n_
MCp k—1,N—k>
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donde £ = 3 y N = 15. La siguiente tabla recoge los datos que hacen
falta para el calculo de las medias de cuadrados, MCr, y MCg.

Nivel Tij ng | x| >, ; x?j x? /n;
A 30, 20, 35, 42,60 | 5 | 187 | 7889 69938
B 85, 73,92, 86, 75 | 5 | 411 | 34039 | 33784'2
C 140,28,39,41,50| 5 | 198 | 8086 | 7840’8

Total 15| 796 | 50014 | 48618'8

Una vez organizados los datos, se calcula la suma de cuadrados,

SCr y SCE
b 2 a2 ,
SCyp, = z; ol 63777333

k. n; k $2
SCp=Y > al-> = 13952,

i=1 j=1 i=1
Y la tabla ANOVA vendria dada por:

Fuente SC G.L. MC Fy
63777333
Entre | 6377/7333 2 —a = 3188'8667
1395’2 3188'8667
! _ / — !
Dentro 1395’2 12 5 = 116'2667 1162667 274272
Total | 7772'9333 | 14

Para un nivel de significacién de 0’01, se tiene que Fb 12 001 = 6’93,
que es menor que Fy = 27'4272, por lo que se rechaza la hipdtesis de
igualdad de medias. Es decir, que el volumen de ventas varia segun el
empleado.

c) Para determinar si la capacidad de venta del empleado A
es diferentes de la del empleado C, se va a recurrir al método de Scheffé.

El contraste que se quiere realizar es el siguiente:

{ Ho:py = ps
Hy:pn # ps
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El estadistico que se toma es

X — X3)?
F = ( 510 f’) ; ~ Fp 1 n—k
(k= 1)5% (& + %)
Asi,
(% — %)2 /
F = = 00520

13952 (1 | 1
(3 - 1) 15—-3 (5 + 5)

y como, para el nivel de significacién del 1% es Fy 12 = 6’93 > 0'0520,
no se puede rechazar la hipdtesis de igualdad de las medias 1 y 3, es
decir, no existen evidencias para decir que la capacidad de ventas del
empleado A y C sean diferentes, por lo que tendremos que asumir que
son iguales.
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6.2. Ejercicios propuestos

6.1. Se estd realizando un estudio sobre la tolerancia y el respeto
de los jévenes en las aulas de tres tipos de colegio: publico, concertado
y privado. Tras tomar diferentes muestras aleatorias de cada uno de los
colegios, los resultados fueron:

Publico | Concertado | Privado

9 11 16

10 13 18

6 8 14

7 10 15
11 12 18

5 9 17
11 13
12

Estudie si existen diferencias en los tres tipos de colegio, a un nivel de
significacién de 0'05.

6.2. Estudie las diferencias en el indice de analfabetismo de cua-
tro pueblos de la sierra, sabiendo que, tras elegir aleatoriamente una
muestra de cada uno de ellos y someterlos a un test, los resultados fue-
ron:

Pueblo 1 | Pueblo 2 | Pueblo 3 | Pueblo 4
78 52 82 57
85 48 91 61
90 60 85 45
77 35 74 46
69 51 70
47

6.3. Se quiere realizar un experimento para averiguar las pro-
ducciones de cuatro variedades de cebada diferentes: A, B, C y D. Para
ello, se asigna aleatoriamente cada una de las variedades a varias parcelas
igualmente fértiles. Determine si existen diferencias en las producciones



de cebada y si alguna destaca mas que otra.

A|B|C|D
35|41 |41 |38
28 12513935
37142152 |27
29 133 |61 |31
36 | 37163 |30
34140 | 57 | 35

55 | 29
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6.4. Un padre quiere saber si a su hijo se le dan bien todas las
asignaturas o hay alguna que se le de peor, para apuntarlo en clases
particulares el ano siguiente. Las notas de este curso son:

Fis. y Quim. | Biologia | Matemat. | Inglés
72 81 88 74
80 74 82 71
83 7 90 77
75 87 70
80

Estudie si existen diferencias entre las notas de las distintas asignaturas
a un nivel de significacion del 1 %.

6.5. Una fabrica quiere averiguar si el tiempo de vida de los tres
tipos de bombillas que producen son iguales o por el contrario existen
diferencias significativas. Para ello, toman muestras aleatorias de las
vidas medias (en horas) de cada una de ellas, obteniendo:

Tipo I

407 411 409

Tipo I

404 406 408 405 402

Tipo 11

410 408 406 408

Estudie, a nivel de significacién 0'05, si existen tales diferencias.
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6.6. Una fabrica produce 4 modelos diferentes de radios con las
mismas prestaciones. Debido a problemas econdémicos se ve obligado el
ano que viene a producir sélo tres, por lo que estd interesado en realizar
un estudio sobre las preferencias de los consumidores. Tras seleccionar
aleatoriamente algunos consumidores y pedirles que puntuaran del 1 al
9 segun les gustara el modelo, los resultados fueron los siguientes:

Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4
8 7 8 6

© g ©
0 O = 3

QU s O i W O
W = N = Ot

Estudie si los cuatro modelos gustan por igual a los consumidores.

6.7. Se estd realizando un estudio sobre el tiempo que tarda una
determinada proteina en ser asimilada. Se han establecido tres niveles de
dicha proteina: 5, 10 y 15 miligramos. Tras seleccionar una muestra de
12 individuos e inyectarles aleatoriamente la proteina, en sus distintos
niveles, se midi6 el tiempo de asimilacién (en minutos), obteniendo:

Proteina
5110115
3|54
516 |7
7 815
61719

Suponiendo que los tiempos de asimilacién se distribuyen normalmente:
a) Compruebe si se verifica la condicién de homocedastici-
dad.
b) ;Son las observaciones independientes?
c) Estudie si los efectos de las distintas dosis son los mismos.
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6.8. Se quiere realizar un experimento para mejorar el rendi-
miento de los jugadores de baloncesto. Dicho experimento consiste en
someter a los jugadores a tres tipos de técnicas de relajacién antes de
comenzar los partidos y medir el rendimiento por el namero de canastas
metidas en ese partido. Tras elegir 12 jugadores y someterlos aleatoria-
mente a cada una de las técnicas, el nimero de balones encestados por
cada uno fue el siguiente:

Técnicas
A|lB|C
19|24 | 17
23| 27 | 28
3029 |31
32130 |34

Averiguar si las técnicas influyen de igual modo en el rendimiento de los
jugadores.

6.9. Una conocida empresa piensa sacar a la venta un nuevo
producto y tiene pensado hacer propaganda por tres medios de comu-
nicacién: prensa, radio y television. Le interesa saber cudl de todas las
propagandas resulta méds atractiva, por lo que selecciona aleatoriamente
a b personas y les muestra cada una de las propagandas, pidiéndoles
que puntien de 1 a 10 segin les haya gustado. Los resultados fueron los
siguientes:

Televisién | Prensa | Radio
93 4'8 7
9 7 5'7
9’7 73 4
77 6'8 4’8
8’8 6'5 5

Estudie si las tres propagandas son igualmente interesantes.

6.10. Un grupo de psicélogos esta estudiando tres métodos pa-
ra curar la timidez, los métodos A, B y C. Para ello seleccionan tres
muestras de pacientes correspondientes a los tres métodos, obteniendo
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los resultados siguientes:

Método A | Método B | Método C
9'5 5'5 7
6'5 4'5 3'75

8 7'25 5'5
75 775 8
6 9 2'5
4'5 6 3
7 8 5
8’5 4'25 3'25
8 7 4'5
875 6’5
6'25

a) Compruebe si las observaciones son independientes y
Normales.

b) Estudie si los tres métodos son igualmente eficaces.

c) En caso negativo, estudie entre qué métodos existen di-
ferencias significativas.



