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Capitulo 5

Contrastes no paramétricos

1. Introduccién

En este capitulo, bajo el titulo comin de contrastes no paramé-
tricos, se abordan una serie de técnicas inferenciales bien diferenciadas
que permiten resolver problemas de diversa indole. En primer lugar, se
tratan los tests que garantizan la calidad de la informaciéon muestral. En
segundo lugar, se estudia si la poblacién se adapta a alguna estructura
de probabilidad conocida, con especial atencién al caso de la Normal. La
situacién de no normalidad obligard a la aplicaciéon de los contrastes no
paramétricos sobre valores de pardametros o sobre medidas de posicién,
centralizacion, etc.

En el capitulo anterior, se comenté que lo ideal es utilizar con-
trastes paramétricos siempre que sea posible, puesto que si se conoce la
distribucién de probabilidad, se consiguen mejores resultados incorpo-
rando esta informacién en la construccién del test. En el caso de que
no se disponga de dicha informacion, se recurre a métodos alternativos
basados exclusivamente en la informaciéon que proporciona la muestra,
como el andlisis de signos, el andlisis de rangos, la funcion de distribucién
empirica, etc.

El no cumplimiento de alguna de las hipotesis a la hora de realizar
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un contraste paramétrico tiene incidencias diversas. Por ejemplo, si falla
el supuesto de normalidad al realizar un contraste sobre la media, pero la
muestra es grande, el Teorema Central del Limite garantiza que la media
muestral es asintéticamente Normal y por tanto podria aplicarse el con-
traste paramétrico. Sin embargo, en un contraste de igualdad de medias
donde las varianzas de las poblaciones sean distintas y haya problemas
de normalidad, es conveniente recurrir a la alternativa no paramétrica;
con mas motivo si los tamafnos muestrales son muy distintos.

El concepto que subyace en el parrafo anterior se conoce en la
terminologia estadistica como Robustez. Formalmente, un procedimien-
to se dice robusto si es “aproximadamente” valido cuando se producen
desviaciones respecto a los supuestos que se exigen en su aplicacién.
En general los contrastes paramétricos para poblaciones Normales son
robustos frente a desviaciones de normalidad y no tanto frente a des-
viaciones de homocedasticidad (igualdad de varianzas); en todo caso,
es deseable trabajar con problemas equilibrados, esto es, con tamanos
muestrales parecidos.

Como se ha venido comentando, la muestra es la materia prima
que hace posible la realizacion del estudio inferencial. De su calidad de-
penderd la bondad de los resultados que se puedan ofrecer, de forma que
una muestra con sesgos, falta de representatividad, dependencia entre
sus valores, presencia de valores anémalos, etc., condicionara las conclu-
siones de la investigacién, hasta el punto de distorsionar totalmente la
realidad del universo que se pretende estudiar. En definitiva, el proceso
inferencial es muy sensible a los desajustes provocados por la utilizacién
de una muestra contaminada.

De los posibles problemas que puede presentar una muestra, al-
gunos son soslayables, mientras que otros obligan a prescindir de ella
y a realizar un nuevo disenio y una posterior extracciéon de las unidades
muestrales. Entre los primeros se encuentra la presencia en la muestra de
valores andmalos, extranos o en la terminologia anglosajona “outliers”,
mientras que entre los segundos, el mas usual es el de la falta de aleato-
riedad de los datos.
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De esta forma, los test no paramétricos ademds de permitir es-
tudiar una poblacién cuando se desconoce la distribucién de la misma,
tiene otra utilidad como es la de comprobar que las hipétesis exigidas
para llevar a cabo un contraste paramétrico realmente son satisfechas.

2. Analisis de la calidad de la muestra

2.1. Test de rachas

El test de rachas es un contraste de aleatoriedad basado exclusi-
vamente en el andlisis de los signos. A modo de introduccién, se supone
la siguiente situacion:

Ejemplo 5.1 FEn dos colas de un multicines se encuentra la si-
guiente ordenacién de hombres (H) y mujeres (M):

Colal:HHHHHHMMMMMM
Cola2: HMHMHMHMHMHM

La pregunta que se hace es, jllegaron cada una de
las personas de forma independiente a la cola, o
vinieron en grupos?

La respuesta para un observador avispado parece
obvia, en el primer caso da la impresién de que
se trata de dos grupos, uno de cada sexo, mientras
que en el segundo todo parece indicar que aparecen
varias parejas.

En situaciones no tan extremas cabe preguntarse si se da o no
la independencia y para contestar a esta cuestion se utiliza el test de
rachas.

En primer lugar, se supone una muestra dada en el orden de ex-
traccién. Nétese que el orden de extraccion es fundamental, puesto que
los problemas de aleatoriedad se derivan del hecho de muestrear indivi-
duos que son vecinos en algtin sentido: fisico, temporal, etc. Se denomina
racha a una sucesion de uno o mas elementos de un mismo tipo, llamese
A, que estd seguida y precedida por un elemento de otro tipo, llamese



110 Capitulo 5. Contrastes no paramétricos

B. Se cuenta el nimero de rachas, Rz, y, a continuacién, el nimero de
elementos de cada tipo: ni los de tipo A y ns los de tipo B.

La regién critica del test viene dada por

R : {Rexp < Rn17n27g} U {R&’E;D > Rm,nz,l—%}

2

donde los valores criticos R, p, 2 ¥ Ry, n,1—2 vienen dados en la ta-
b} ?2 b b 2

bla A.21. Nétese que este test rechaza la hipdtesis de independencia

cuando el nimero de rachas es pequeno o cuando éste es muy grande

(aparicién de ciclicidad).

Ejemplo 5.2 En el ejemplo anterior aparecen dos rachas en la
Cola 1 y doce rachas en la Cola 2. Para un nivel de
significacion del 5 %, la tabla A.21 proporciona los
valores criticos del test tanto en el caso de la Cola
1 como la Cola 2, siendo éstos 3 y 11. Por tanto,
se rechaza la hipétesis de aleatoriedad en ambos
casos.

Cuando, como ocurre en la mayoria de los casos, los datos son
numéricos, la forma de determinar los elementos de ambos tipos es cal-
cular la mediana y asignar simbolos distintos en funcién de que el dato
en cuestion, en su orden inicial, esté por encima o por debajo de dicha
mediana, elimindandose los valores que coincidan con ésta.

Ejemplo 5.3 Supongase la muestra

1000 1170 10’8 10’3 96 9'8 9'3
11’2 10’7 10’5 10’4 9’9 12 10.
La mediana vale 10’35, al asignar — a los valores

que se encuentran por debajo de la mediana y + a
los que estan por encima, resulta

101 11 108 103 96 98 973
+ + + + - + -

112 10’7 10’5 104 9’9 12 10’1
de donde ny =7, ng =7y Reyp = 7. Segtin la ta-
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bla A21, R777,0/025 =3 y R7’770/975 = 12, por Ilo que
no se puede rechazar la hipétesis de aleatoriedad de
la muestra para el nivel dado.

2.2. Contraste de autocorrelaciéon

Cuando los datos vienen dados en una secuencia temporal es po-
sible que se produzca algin tipo de relacién, de forma que los anteriores
influyan sobre los posteriores; este concepto se conoce como autocorrela-
cton. La autocorrelacién puede tener diferentes grados de diferimiento,
distinguiéndose entre el de una etapa, de dos etapas, etc. En el de una
etapa, cada medicion influye sobre la inmediatamente siguiente, el de
dos etapas sobre la que se encuentra situada dos posiciones después de
ella, y asi sucesivamente.

Para estudiar este problema se parte de la realizacién muestral
T1,T2, -, Ty, y se considera la distribucién bidimensional

([Bl,x2)7 (x27x3)7 Ty (xn—lamn)a

estiméndose su correlaciéon por

En general para estudiar la autocorrelacion de orden £ se considera
la distribucién

(.’L'l, xk+1)7 (x27 xk+2)7 Y (xnfkv xn)7

estiméndose su correlaciéon por




112 Capitulo 5. Contrastes no paramétricos
La hipétesis a contrastar en el caso general es

Hp: Se da la independencia lineal de orden k&
H, : Existe una correlacién de orden k

Cuando la Hipotesis Nula es cierta, se sabe que

e~ N(0,1/v/n), Vk,
viniendo dada la regién critica por
Zi_a
7| > 2,

NG

Para contrastar, de forma global, la existencia de autocorrelacién
en los m primeros 6rdenes, Ljung y Box dieron un test, cuyo estadistico
de contraste viene dado por

m 2

Qe:pp:n(n+2)zn_ka

k=1

que bajo la hipodtesis de inexistencia de autocorrelacién se distribuye
segin una 2, ;, viniendo dada, en este caso, la regién critica por

2
Qexp Z Xm—l,a-

Ejemplo 5.4 El PIB (billones de ptas.) de un cierto pais en los
iltimos anos ha sido

Ano ‘75 76 77 78 79 80 81 82 83 &4
PIB‘13 14 18 21 22 19 20 23 27 30

Haciendo los célculos oportunos los dos primeros
coeficientes de autocorrelacién resultan r1 = 0’89
y ro = 0’53, mientras que el valor critico para un
nivel o = 0'05 es igual a 1'96/1/10 = 062, por
lo que se rechaza, para el nivel fijado, la hipétesis
de independencia lineal de primer orden, pero se
admite la de segundo.
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En cuanto a la independencia global de los dos pri-
meros ordenes, se tiene que

1202 I o2
Qexp = 10-12 (% + %)
= 1477,

estando situado el valor critico para un o = 0'05
en X% oos = 3841, con lo que se rechaza, para ese
nivel, la hipdtesis de incorrelacién global.

2.3. Test de valores atipicos

En la hipotesis de normalidad se puede estudiar la presencia de
valores atipicos en una muestra X atendiendo al tamafnio n de la misma.
Para muestras pequenas en las que se sospecha la presencia de un valor
atipico, se recurre a la desviacién maxima estudentizada,

Xi—X
Se |

dy, = max
7

cuyos valores criticos més importantes se dan en la siguiente tabla

n 5 6 7 8 9 10 12 15 20
a=005 171 1’89 202 213 221 229 241 255 2’71
a=001 176 197 2’14 228 2’38 248 263 281 3’00

Se considera que existe un valor atipico o heterogéneo respecto a los
demas cuando d,, > d, . Teniendo en cuenta la expresién del estadistico
dpm, se observa que este valor coincide con el maximo (o minimo) de la
muestra.

Para estudiar la presencia simultdnea de varios valores atipicos en
muestras de mayor tamano, se recurre al coeficiente de apuntamiento,
viniendo éste dado por



114 Capitulo 5. Contrastes no paramétricos

Los valores criticos para algunos valores de n se dan a continuacion,

n 5 10 15 20 25 50 75 100 200 500
a=005 29 39 41 41 40 399 387 377 357 337
a=001 31 48 51 52 50 4’88 459 4’39 398 36

Se admite la presencia de valores atipicos cuando el apuntamiento de la
distribucion sea significativamente mayor que el de la Normal. La regién
critica vendria dada por

Re:g2 > In;ac
Cuando n es muy grande, se recurre a

go—3

V24/n
Ejemplo 5.5 Para comprobar si en la muestra,

2,3,5,1,7,2,12,4,6,8,20,4,5,7, 1

~ N(0,1).

existen valores atipicos, se calcula su coeficiente de
apuntamiento, resultando que go = 4’45. Para el
valor de o = 0/05 y dado el tamarno de la muestra,
n = 15, el valor critico es igual a 41, con lo que se
admite la presencia de valores atipicos.

3. Analisis de la estructura de la poblacion

En esta seccion se engloban a aquellos test que justifican el ajuste
de los datos a modelos tedricos o a distribuciones conocidas, lo que
permitird la utilizacién de métodos paramétricos en la contrastacién de
parametros. Se dedicara especial atencion al caso de la Normal, para la
que se ofrecen test especificos.

3.1. Test de bondad de ajuste de la Chi—cuadrado

Este test, que puede denominarse de amplio espectro por la mul-
titud de situaciones a las que se puede aplicar, estd indicado cuando los
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valores muestrales puedan clasificarse en clases, lo que ocurre directa-
mente en el caso de variables discretas, o bien para variables continuas,
previa agrupacion de los valores en intervalos.

Supéngase un atributo o una variable que toma valores que pueden
englobarse en las clases (', Co, - - -, Ck, de forma que para una muestra

de tamano n las frecuencias observadas en cada clase vienen dadas por
k

niy,ng, -+, Nk, con Z n; = n. Se desea contrastar la hip6tesis de que las
i=1
clases A; ocurran con probabilidad p;,, es decir
{ Ho: Yi pi=pi
Hy: Ji pi#pi

Para cada valor observado, n;, se calcula su correspondiente valor
esperado como F; = np;. El estadistico de contraste o experimental viene

dado por
k
n;, — E:)?
ngp = Z (/LE‘.l)’
i=1 v

quedando la regién critica como

A2 2
RC . Xemp Z Xk-,p,]_’]_,aa

donde p es el namero de parametros que se han de estimar para el calculo
de las probabilidades.

El test tiene varias restricciones, a saber:

1. min E; > 3. Cuando esto no se verifica es necesario agrupar clases
(]

para conseguir que se cumpla la restriccion.
2. Cuando k < 4 se debe aplicar al estadistico la correccion de Yates
k

(jni — Ei| - 0'5)?
Xew =D "5 :
i=1 v
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En los ejemplos que siguen se pueden apreciar los distintos campos
de aplicacién de este contraste.

1. Para ajustar una distribucién Uniforme discreta.

Ejemplo 5.6 Para contrastar que un dado es honrado lo
lanzamos 60 veces, obteniendo los siguientes
resultados

zi|1 2 3 4 5 6
ng |7 12 10 11 8 12

La hipdtesis a contrastar es que p; = 1/6, Vi,
con lo que se tiene que E; = 60(1/6) = 10, Vi,
resultando el estadistico experimental

2 _ (7-10)%2 | (12—10)2 | (10—10)?
Xeap = (111010)2+ (8 1(10)2 i (12 1010)2 i

- - — >4

o T 10 T 1w =22
Para un nivel o = 0’05, puesto que no se ha
estimado ningun parametro, el valor critico
para el test es igual a X§70/95 = 11’07, por Ilo
que, para dicho nivel de significacion, no se

rechaza que el dado es honrado.

2. Para ajustar una distribucion de Poisson.

Ejemplo 5.7 Durante la Segunda guerra mundial los ale-
manes bombardearon en diversas ocasiones
Londres. Al objeto de analizar si los bom-
bardeos eran indiscriminados o se hacian con
intencion, se procedié a dividir la ciudad en
cuadriculas y a contar el nimero de impac-
tos en cada una de ellas. Los resultados se
recogen en la siguiente tabla
Impactos ‘ 0O 1 2 3 45
Nimero cuadr1’culas‘229 211 93 35 71

Las hipétesis podrian ser expresadas, en tér-
minos probabilisticos, de la siguiente manera
Hy: X ~P())

{ Hy: X PN
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puesto que si las bombas caen indiscrimina-
damente, lo hacen de forma independiente en
un soporte continuo. Lo que indica que la va-
riable que mide el nimero de impactos por
cuadriculas debe ser Poisson.

Para estimar el parametro \ se utiliza su es-
timador éptimo T = /929, con lo que las
probabilidades quedan

po=P[X =0] = <0029 _ (395
p=P[X =1] = <l20900_ (367
pp=P[X =2] = n< 00929 _ 1705
ps=P[X = 3] = <2099 _ (o598
pri=P[X =4 = <XH00290_ (193
ps=P[X >5] = (1)’0_()%?:0 7670/92;0/929i

Aunque no se han observado mads de cinco
impactos en una cuadricula, la distribucion
de Poisson puede, tedéricamente, tomar valo-
res hasta el infinito. Para conseguir que los
valores observados y los esperados sumen lo
mismo, es decir, sean comparables, Z?:o i
debe ser igual a 1, con lo que

5 5 5 5
ZEi = ani = ani =n= an
=0 =0 =0 =0

Asi pues, en vez de tomar P[X = 5|, se toma
P[X > 5].
Los valores esperados quedan

x| 0 1 2 3 4 5

E; | 2275 211 98 30 7 15
Al no darse la restriccion de que el minimo
de los E; sea mayor o igual a tres, se debe
proceder a la agrupacion, asi
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T 0 1 2 3 >4
n; | 229 211 93 35 8
E; | 2275 211 98 30 &5

Tomando o = 0/05, el estadistico experimen-
tal vale ngp = 1’127, mientras que el valor
critico, teniendo en cuenta que se ha estima-
do el parametro A, vale
X§—1—1,0'95 = X§,0/95 = 7'815,

por lo que, para el nivel fijado, no se recha-
za la Hipétesis Nula, concluyendo asi que los
bombardeos alemanes sobre Londres eran in-
discriminados.

3. Para ajustar una distribucién Normal.

Ejemplo 5.8 Se desea contrastar que los datos siguientes
proceden de una distribucion Normal.

Li 1 —L; | n;
0,1 |1
1,2 |3
2.3 |7
(3,4 |12
(4,5 | 6
(5.6] | 2
6.7 |1

En primer lugar se calculan los estimadores
de i y de o, al objeto de obtener las proba-
bilidades tedricas. Tomando marcas de clase,
se obtiene que T = 3’41 y S, = 128, con lo

que
p1 = Pl-oo<X <]
= Ploo<z<1344] = R(-188)
= 00301
p2 = P[1<X <2

F.(—1'10) — F.(—1'88) = 0/1056
p3 = P[2 <X < 3]
— F(—0'32) — F,(~1'10) = /2388
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pPa = P[?) <X< 4]

—  F.(0/46) — F.(—0'32) = 0/3027
ps = PA<X <5

= F.(1'24) — F,(0/46) = /2153
ps = P[5<X <6

= F,(202) — F,(1'24) = 0/0858
pr = P[ﬁ <X < OO]

= 1-F.,(2/02) = 00217
En cuanto a las E;

Li1—L;| E;
(“oo,1] | 096
(1,2 | 338
(2,3 | 764
(3,4 | 969
(4,5 | 689
(5,6] | 275
(6,00] | 0/69

Reagrupando las clases, la situacion queda

Li1—L;|n; | E;

(—o00,2] | 4 | 434

(2,3] 7 | 764

(3,4] 12 | 969

(4, 5] 6 | 6'89

(5,00) 3| 344
Realizando los calculos, el estadistico experi-
mental vale szp = 0’8022, mientras que con
los dos parametros estimados el valor critico,
para o = 0'05, vale X§—2—1,0’95 = 5991, con
lo que, para el nivel fijado, no se rechaza la

hipdétesis de que los datos proceden de una
N(3'41,1'28).

3.2. Test de bondad de ajuste de Kolmogorov—Smirnov

Cuando los datos proceden de una variable continua y vienen da-
dos de forma puntual, el contraste de bondad de ajuste mas adecuado
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es el de Kolmogorov—Smirnov, aunque también es posible aplicarlo a va-
riables ordinales. Genéricamente, imaginese que se desea contrastar la
hipétesis Hy : F(x) = Fy(z). Dada una muestra Xy, ..., X, se define la
funcion de distribucion empirica para una muestra concreta como

T < x(1)

Fn(l') = T(r) <z < Z(r41)

0
T
n
1 x>xey),

Lo que se hace es calibrar las diferencias entre la funcién de distribucién
empirica y la propuesta en Hy a través de la expresién

Deyp = max |Fy(z) — Fo(z)],
calculando dicho maximo sobre los valores de la muestra.

Cuando la variable sea continua, para el cdlculo de la maxima
diferencia entre la distribucién empirica y la tedrica hay que situarse en
la peor de las circunstancias posibles, a saber

Degp(wr) = max {|Fy(zx—1) — Fo(z)|, [Fa(zr) — Fo(og)]}-

Teniendo en cuenta la expresiéon de la funcién de distribuciéon empirica,
D..;, puede expresarse como

Deyp =méx {D;, D, },

siendo

D = mix {o, mix [l - Fg(xi)] }
7 n

p— 1
D, = max {O,méx [Fo(x,-) - } } .

n

Los graficos que siguen ilustran las dos posibles situaciones que se pueden
encontrar.

La regién critica del test viene dada por

R.: Dexp > Dn;ou
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donde los valores D,,., vienen dados en la tabla A.27.

Para valores mayores que 100 el valor critico se calcula como

Ejemplo 5.9

Dy.o = \/—log(a/2)/2n.

Se desea contrastar la hipdtesis de que los datos
siguientes, generados aleatoriamente mediante or-
denador, procedan de una distribucién Uniforme
en el intervalo [0,1] con un nivel de significacion
a = 005.

0’582 0'501 0497 0026 0132 0'561
0’642 0994 0948 0081 0179 0'619

La funcion de distribucion de una U(0,1) es

0 siz<O0
F(z) = x si0<z<1
1 sixz>1.

La tabla siguiente proporciona los valores de la dis-
tribucién empirica, los de la distribucién U(0,1)
asi como las diferencias entre ambos.

x | Fy(z) | Fo(x) | Dp(x)
0’026 | 0'083 | 0'026 | 0057
0’081 | 0’167 | 0’081 | 0’086
0’132 | 0’250 | 0’132 | 0'118
0’179 | 0’333 | 0’179 | 0’154
0497 | 0'417 | 0'497 | 0’164
0’501 | 0’500 | 0’501 | 0’084
0’561 | 0’583 | 0’561 | 0’061
0’582 | 0667 | 0’582 | 0’085
0’619 | 0’750 | 0619 | 0'131
0’642 | 0’833 | 0’642 | 0’191
0’948 | 0’917 | 0’948 | 0’115
0’994 | 17000 | 0'994 | 0’077

Por tanto, Deyp = méx |F,(z) — Fo(z)| = 0191,
el valor critico, que viene dado en la tabla A.27,
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vale D12 /05 = 0’375, con lo que para ese nivel de
significacion no se rechazaria la hipétesis nula.

3.3. Contrastes de normalidad

En esta seccion se estudian dos test especificos de normalidad,
aunque el segundo de ellos es una adaptacién del test de Kolmogorov—
Smirnov. El test de Shapiro-Wilk se comporta mejor cuando se tienen
muestras pequenias (n < 50), mientras que en otras situaciones se emplea
el test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors.

3.3.1. Test de Shapiro—Wilk

Supéngase que se desea contrastar la hipdtesis de normalidad de

una poblacion de la cual se ha extraido la m.a.s. X1, Xo,---, X,,. Para
una realizaciéon muestral x1,xs,- - -, T,, se procede de la siguiente mane-
ra:

1. Se ordenan los elementos muestrales de mayor a menor
L(n)s L(n—1)s"" " L(1)-

2. Se calculan las diferencias entre los valores que equidistan del cen-
tro, multiplicando cada una de dichas diferencias por los coeficien-
tes correspondientes del test, que vienen tabulados en funcién del
tamano muestral. La suma de los productos se denota por b,

L(n—i+1) — X)) | dn—it+l ('r(n—i-i-l) - $(i))an,i+1
T(n) = T(1) an () = 2(1))an
L(n-1) —L(2) | On-1 (T(n—1) — T(2))an-1
T(kt1) — T(k) | Gkl (T(ht1) — T(k)) Ak41

2
b= an—it1(Tmit1) — T())
=1

donde k = 2, sin es par v k = %=L si n es impar.
35 par'y 5 p
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3. El estadistico experimental se define por

b2
Wew = T Nao
" (n—1)82

debiendo comprobarse que We,, < 1, dandose la igualdad sélo en
el caso de que la muestra sea la réplica de una Normal.

4. Por ultimo, la regién critica del test viene dada por
R.: Wewp < Wn,a;
donde el valor W, , viene dado en la tabla A.28
Ejemplo 5.10 Se desea contrastar la hipotesis de normalidad de

una poblacion de la cual se ha extraido la siguiente
muestra:

12’3 11’0 107 124 11'7 131
99 126 11’8 10’2 10'5.

Ordenando y haciendo las operaciones pertinentes

se tiene
T(n—it1) = T() | On—it1 | (Tnoir1) — T(@))In—it1
131 — 99 0’5601 17923
126 — 10’2 | 0'3315 07956
124 — 10’5 | 02260 04294
123 — 10’7 | 01429 02286
11’8 — 11’0 | 0’0695 0’0556
b= 33015

De donde b? = 10'8999. Por otra parte,
(n—1)82 = 11/4818,

por lo que

_ 10’8999 __ (y
Wegp = 108999 _ (79493,

En cuanto al valor critico Wiy,005 = 0’850, por
lo que para un nivel de significacién de 0’05 no se
puede rechazar la hipétesis de que la muestra ha
sido extraida de una poblacién Normal.
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3.3.2. Test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors

El test de Kolmogorov—Smirnov-Lilliefors (K-S-L) consiste en la
adaptacién, por parte de Lilliefors, de la tabla de valores criticos del test
de Kolmogorov—Smirnov al caso de poblaciones Normales (tabla A.26).
A la hora de calcular la méxima de las diferencias entre la distribucién
empirica y la tedrica hay que tener presente que se esta tratando con
una variable continua.

Ejemplo 5.11 Aplicando el test de K—S—L a los datos del ejemplo
anterior
12’3 1170 10’7 124 11’7 131
99 12’6 11’8 10’2 10’5,

para los que T = 11’47 y S. = 1/07.

zi | Fo(xs) | Fo(zi) | Dn(zi)
9’9 | 0'0909 | 0’0708 | 0’0708
10’2 | 0’1818 | 0’1170 | 0’0648
10’5 | 0'2727 | 0/1814 | 0'0913
10’7 | 0'3636 | 02358 | 0'1278
1170 | 0/4545 | 0/3300 | 0'1245
117 | 0’5454 | 0’5851 | 0’1306
11’8 | 0'6363 | 06217 | 0’0763
12/3 | 0/7272 | 0/7810 | 0’1447
12’4 | 0’8181 | 0’8078 | 0’0806
126 | 09090 | 0’8550 | 00540
13’1 | 170000 | 0’9350 | 0’0650

De donde D.yy, = méx D,,(z;) = 0'1447. Buscando
en la tabla A.26 se encuentra, para o = 0’05, que
Di1,0005 = 0249, por lo que para el nivel elegido
no se rechaza la hipétesis de que la poblacién de la
que se ha extraido la muestra es Normal.

4. Contrastes de localizaciéon y escala

FEn general, los contrastes no paramétricos sobre pardmetros de la
poblacién se hacen sobre medidas de posicién y, en particular, sobre la
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mediana. Estos contrastes se basan en el andlisis de la situacién de los
elementos de la muestra respecto a este tipo de medidas. De esta forma,
se estudia si los datos muestrales estdn por encima o por debajo de la
mediana, es decir, se analiza el signo de su diferencia con la mediana;
o bien, se estudia la distancia ordenada a la que se encuentra de la
mediana, es decir, se considera el rango o la posicién que ocupa dicho
elemento en la secuencia ordenada de las diferencias.

En el caso de que la estructura de probabilidad de la poblacién sea
simétrica estos test seran aplicables al estudio de la media de la distribu-
cién. Para empezar, se considera un test que sélo utiliza la informacién
de los signos, para luego continuar con el estudio de los test de rangos
con signos que ofrecen mejores resultados, tanto en el caso de una mues-
tra, test de Wilcoxon, como en el de dos, test de la U de Mann—Whitney.
Por 1ltimo, se abordan los contrastes no paramétricos sobre medidas de
dispersion, como es la varianza. En concreto, se estudia el test de Siegel—-
Tukey, que permite contrastar si dos muestras independientes proceden
de poblaciones con el mismo parametro de escala, esto es, si tienen la
misma variabilidad.

4.1. Test de los signos

Este test puede ser aplicado con la tnica restriccion de que la
distribucién sea continua. Supéngase que se desea realizar el contraste

Hy: M, = M,,
Hy: M, # M,,

para lo que se dispone de la informacion que ofrece una realizacién mues-
tral, x1, 22, -, zp. Se calculan las diferencias x; — M,,, descartando las
nulas. Sea n/ el ntimero de diferencias no descartadas y T el ntimero de
diferencias positivas. Si Hj es cierta entonces

T ~ B(n';0'5),

puesto que con igual probabilidad se encuentra un valor por encima que
por debajo de la mediana. De forma que, dado un nivel de significacién
«a 'y tomando k tal que

PIT <k < %
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llamando T¢;, al valor que toma 7' en nuestra muestra, la region de
rechazo del test vendra dada por

Re : {Tewp < k}U{Teyp > n' — k}.

En el caso de dos muestras apareadas, X e Y, el test de los signos
permite resolver el contraste Hy : M(d) =0, donde d =z — y.

Ejemplo 5.12 Se quiere probar que la mediana de una poblacion
vale 5, para lo cual, se extrae una m.a.s. de tamano
11, resultando

3,7,85,4'3,6,8,72,6,4,5,2
asignando signos se tiene

3 7 85 43 6 8 72 6 4 5 2
-+ + - 4+ + + + - -
Se observa que T, = 6, mientras que bajo Hy,
T ~ B(10;0'5), por lo que, para un nivel o = 0'05,
hay que encontrar k tal que

PIT <k < 0025.
Se obtiene que

P[T<1] = 00108
P[T <2 = 00547,

de donde
Re : {Ttyp <1} U{Teyp > 9}

Por tanto, no se rechaza que la mediana de la po-
blacién de la cual se ha extraido la muestra es igual
a b, para un nivel de significacién de 0'0216.

De forma mas general, el test de los signos permite contrastar el
valor de cualquier cuantil de la distribucién. Efectivamente, si se asigna
el signo — a aquellos valores de la muestra que estén por encima del
valor del cuantil propuesto en Hy y el signo + a aquellos que estén por
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debajo; llamando 7' al ntimero de signos +, bajo Hy
T ~ B(n';po),

siendo n’ el niimero de elementos que no coinciden con el cuantil y pg al
porcentaje de elementos que se sitian teéricamente por debajo de dicho
cuantil. Asi, si se habla del percentil 70, pg = 0’7 y si se trata del primer
cuartil, pg = 0'25. De forma que no se rechaza Hy si k1 < T < ks, donde

PIT <k < yPWEMS%.

«@
2

Ejemplo 5.13 En el ejemplo anterior, si se desea contrastar Hy :
Qs = 8, se hace la siguiente asignacion de signos a

la muestra:
3 7 85 43 6 8 72 6 4 5 2
+ + - + + + + 4+ + +

Por tanto Ty, = 9. Bajo Hy, T ~ B(10;0'75),
por lo que si en esta ocasién se toma o« = (012
(5 =0'06), se tiene

P[T <4] = 00197
P[T <5 = 00781
P[T>9] = 02377
P[T >10] = 00500,

con lo que
Re i {Tewp < 4} U {Teyp > 10},

Por tanto, no se rechaza que el tercer cuartil de la
poblacion de la cual se ha extraido la muestra es
igual a 8, para un nivel de significacion de

P[T < 4]+ P[T >10] = 0/0697.
Si las probabilidades que se obtienen utilizando la distribucion

Binomial se alejan mucho de «/2, se puede utilizar la aproximacién a la
Normal.
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Ejemplo 5.14 En el dltimo ejemplo, todas las probabilidades
estan lejos de 0/06, utilizando la aproximacion a
la Normal se tendra que

T ~ N(7'5,1'37)
de forma que

006 = PIT < k] = P |7 < B3]

y buscando en las tablas

MoT5 = 156 =k = 53628,

mientras que

006 = PIT > ky] = P |2 > b57]

y buscando en las tablas

kTS =156 = ko = 96372,

con lo que, aproximando al entero mas préximo, se
tendria que

Re: {Tugp < 5} U {Tugp > 10},

4.2. Test de la T de Wilcoxon para una muestra o dos
muestras apareadas

Cuando la distribucion ademas de continua es simétrica, para con-
trastar
{ Hy: M. = M.,
Hy : M, ?é Meou

se recurre al test de la T de Wilcoxon que es mas potente que el de los
signos.

Para aplicarlo, se procede del modo siguiente: para cada elemento
de la muestra se calcula |x; — M, |, reteniéndose aquellas diferencias que
sean distintas de cero, cuyo nimero se nota con n’. A continuacidn, se
asignan rangos desde 1 hasta n’. Si existieran grupos de diferencias coin-
cidentes en valor absoluto, se asigna a cada elemento la media aritmética
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de los rangos que correspondan al grupo.

Una vez asignados los rangos, se suman los correspondientes a
diferencias negativas, por debajo de la mediana, denotados T~ y los
correspondientes a diferencias positivas, por encima de la mediana, 7.
El estadistico experimental viene dado por

Terp = min{T~,T"}
y la region critica por
R : Tea:p < Tn’,%:
donde Tn/,% viene dado en la tabla A.31.

El test admite las siguientes variaciones y aplicaciones:

1. En las hipétesis anteriores, también se puede realizar el contraste
Hy : 1 = po, calculdndose las diferencias en valor absoluto respecto
a la media propuesta.

2. Para muestras apareadas, el contraste de mediana se plantea como
M.(z) =0, donde z; = z; — y;, para cada par de valores; para las
medias el test de la T permite contrastar Hg : ptg = fi4,, siendo pigq
la media de la poblacion diferencia.

3. Para muestras grandes (n > 25), la distribucién asintética de
T—(T™), bajo el supuesto de que Hy es cierta, es

N (n(n—|— o) \/n(n—i— 1)(2n + 1)) |

4 24

4. Para un contraste unilateral del tipo Hy : M,
critica viene dada por

v

Me,, la region

R.: TH < Ty

5. Para un contraste unilateral del tipo Hy : M, < M,,, la region
critica viene dada por

R.: T < Ty
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Ejemplo 5.15 Se desea contrastar que la mediana de la poblacion
de la cual se ha extraido la siguiente m.a.s. vale 5.

4,5,6,5,3,4,2,7,6,5,4,3,8,8,9,4,6,7,2,5,6

Se calculan las diferencias respecto al valor pro-
puesto, se ordenan y se asignan los rangos:

Rangos™ 4'5 4'5 4'5 4’5
Diferenciasy 0 0 0 0 1 1 1 1
Rangos™

Rangos™ 10'’510'5
Diferencias)y 1 1 1 1 2 2 2 2
Rangos™ |45 4'5 4’5 4'5 10’510'5
Rangos~ [14'514’5

Diferencias)] 3 3 3 3 4

Rangos™ 14'514'5 17

Resultando que T~ = 68, mientras que T+ = 85,
con lo que T¢y, = 68. Buscando en las tablas del
test de Wilcoxon, aparece que 117,905 = 30, con lo
que para el nivel de significacion fijado se admite
que la mediana de la poblacion vale 5.

4.3.
muestras independientes

Como requisito para la aplicacién de este test no se exige la si-
metria de las distribuciones aunque si que tengan una forma similar.
-, Yy, m.a.s. extraidas de dos poblacio-
nes X e Y independientes. El test de la U de Wilcoxon-Mann—Whitney

Sean X1, Xg,- -

permite contrastar:

{ H() : M61

7Xn1 € Y17Y2a"

Test de la U de Wilcoxon—Mann—Whitney para dos

=M,

€2

Hy: M., # M.,

Para ello se procede como sigue:

1. Se ordena los n1 + ns elementos de las dos muestras, asignando a

continuacién rangos desde el 1 hasta el ny + no.
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. Se suman los rangos correspondientes a la muestra X, Ry y los de
la muestra Y, Ro, calculando a continuacién:

1 1
ny(ny + )—Rl;ngnl'm+n2(n2+ )

— Ry.
2 2 2

Uy =ny-na+

Se puede comprobar que no se ha cometido error en los céalculos
viendo que se verifica que Uy + Uz = ny - no.

. Se calcula el estadistico experimental como

Uezp = ml’n{Ul, UQ}

. La region critica del test viene dada por
R.: Ue:pp < Unl,ng,aa

donde Uy, n,,« viene dado en la tabla A.32.

El test admite las siguientes variaciones y aplicaciones:

. En muestras grandes (nj,ny > 9), Mann y Whitney demuestran
que, bajo Hy,

Ue:v — M2 d
P2 %, N(0,1).
ninz(ni1+na2+1)
12

Si existen muchas observaciones repetidas en la muestra conjunta
habria que realizar alguna correccién sobre el estadistico de Mann—
Whitney.

. Para un contraste unilateral del tipo Hy : Fx(x) > Fy(z), la
region critica viene dada por
R.:U; < Unl,ng,a-
. Para un contraste unilateral del tipo Hy : Fx(x) < Fy(z), la

region critica viene dada por

Rc U < Unl,nz,ow
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Ejemplo 5.16 Supodngase que se quiere contrastar, con un nivel

de significacién o = 005, que las muestras

X|758 7 93579 11210
Y[3781215659 11 7

proceden de la misma poblacion.

Se ordenan los valores y se asignan rangos

Rangos X|1 2’5 55 10 10 10
Orden |2 3 3 5556 7 7 77
Rangos Y 2'5 5 7 10

Rangos X| 135 1616 1819’5
Orden |7 8 8 9 9 910 11 11 1215
Rangos Y |10 13’5 16 19'52122

Sumando los rangos se obtiene

Ry =126'5 y Ry =126'5.

De donde,
U = 1210+ 202 126’5 = 71’5
U = 1210+ 01 126’5 = 48's.

Verificandose que 71’5 + 48’5 = 120 = 12 - 10. El
estadistico del contraste vale Uegyp = 48'5. Puesto
que los tamanos muestrales son mayores que 9, se

tiene que

Uezp/Ho ~ N(60,15'17),
con lo que

PUusp > K/Hy) = 01025,

es decir,

Pz 58] = o0z
de donde

K60 _ ygs.

1517
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Por tanto K = 89’73, lo que lleva a rechazar la
hipétesis de que las muestras procedan de la misma
poblacion.

4.4. Contraste de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras

La prueba de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras es una al-
ternativa al test de la U de Mann—Whitney, planteandose las hipdtesis
en los mismos términos, es decir, la igualdad de las funciones de distri-
bucién. La filosofia que subyace es equivalente a la del test de bondad de
ajuste, valorando las diferencias entre las distribuciones empiricas obte-
nidas a partir de muestras independientes, de tamanos n; y ne, extraidas
de dos poblaciones X e Y, respectivamente.

Para aplicar el test hay que obtener, a partir de los datos mues-
trales, sendas distribuciones, F,, (z) para la muestra X y Gp,(y) para
la Y. El estadistico experimental viene dado por

Deap = max{méx | Fy, (i) — Gy ()], max [F, (y7) — Gy (y5)[}

calculando dicho maximo sobre los valores de la muestra, siendo la regién
critica
R.: Dea:p > Dnl,ng,a)

donde Dy, n,.o viene dado en la tabla A.27.
4.5. Test de Siegel-Tukey

Sean X e Y dos m.a.s. de tamafios nq y ne, respectivamente. El
test de Siegel-Tukey permite contrastar si ambas muestras proceden de
poblaciones con la misma variabilidad o dispersion.

Para ello, se considera la muestra conjunta de ambas, de tamano

n1 + ne = n y se ordena de menor a mayor. A continuacién, se asignan
los rangos segun el siguiente criterio:

1. Se asigna el rango 1 al menor valor, z(y).
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2. Al mayor valor y al anterior a ¢él, es decir, z(,) ¥ Z(,-1), se les
asignan los rangos 2 y 3 respectivamente.

3. A continuacién se toma el par formado por los valores z(3) y z(3)
y se les asignan los rangos 4 y 5, respectivamente.

4. El proceso se repite tomando el siguiente par de valores x(,_3) y

l’(n_g).

La siguiente tabla refleja el proceso a seguir:

T) [ @) | XE) [ T@) [ LE) | | Tn=3) | F(n=2) | T(n=1) | T(n)
1 4 5 8 9 |- 7 6 3 2

Se puede observar que los mayores rangos se encuentran situados en el
centro de la tabla. Cuando n es par, una de las observaciones centrales
quedard sin su rango correspondiente.

El estadistico del contraste viene determinado por los rangos de
la muestra de menor tamano. Asi, si se considera n,, = min (ny,n2), el
estadistico viene dado por:

La distribuciéon de probabilidad de este estadistico es la misma que la
del estadistico Uy, de Wilcoxon, por lo que se puede recurrir a la tabla
de valores criticos del mismo. Asi, la regién critica viene dada por

R.: R, < Unl,ng,aa

donde Uy, n, o viene dado en la tabla A.32. Cuando n > 20, la distribu-
cién asintética de Ry, al igual que ocurria con Uegyp, €s

R, — nm (n+1)
m—” "2 4, N(0,1).
nina(n+1)
12
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Muestra | Rangos | Muestra
Conjunta R; Origen
1’8 1 x

2 4 T
5'1 5 x
10’5 8 Y
11’9 9 x
15’4 12 x
19’5 13 Y
23’5 16 Y
24’3 17 x
24’9 20 Y

28 21 x

30 19 Y
302 18 x
34’7 15 x
40’1 14 x
40'2 11 Y
41'3 10 Y
45'5 7 Y
51'1 6 Y
54’8 3 Y
60'8 2 Y

Tabla 5.1: Tabla de datos

Ejemplo 5.17 Se quiere contrastar si las dos m.a.s. siguientes
proceden de poblaciones con la misma variabilidad.
:c‘ 2’0 1’8 5’1 11’9154 24’3 28'0 30’2 34’7 40’1
y‘10’5 23'530'0 54’8 19’5 24’9 40’2 41’3 511 45’5 60’8

La tabla 5.1 recoge las asignaciones de rangos de
la muestra conjunta.

Como la muestra de menor tamaro es X, se tiene
que n,, = min(ny,ne) = 10 = ny. Sumando los
rangos pertenecientes a los valores de la muestra
X se obtiene el estadistico
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Ry =30 Ry = 116
La distribucion asintética del estadistico es

10(2141)  /10-11(21+1)
N( 2 12 >

Por tanto,
R,,/Hpy ~ N(110,14'2)

con lo que, para un nivel de confianza del 95 %,

P[R,, > Ko/Hy] = 0025
P[R,, < K1/Hpy] = 0025,
es decir,
Pz >30T = /025
Pz < B 10 = 0025,
de donde
Ky — 110
o2y
142 %
K; —110
_— —1/96.
14'2 %6
Por tanto,

K; =82'168 y Ky =137'832.
Como
K =82'168 < R,,, < Ko = 137832,

no se puede rechazar la hipotesis de que las mues-
tras procedan de poblaciones con la misma varia-

bilidad.
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5. Tablas de contrastes no paramétricos
Hipdtesis \ Estadistico | R. Critica
Test de rachas
{ Hy:  Aleatoriedad | Re =numero de rachas Re < Ry py,e U
Hy:  Noaleatoriedad| Si ny y ngy grandes se usa: Re > Rnl,ng,l—%
Hy : Aleatoriedad R,(TQL?IT”%JA)

NN((]? ]‘) R(i S Rn1,n2,a

. ; 7 =
Hy Agrupamiento \/2n1n2(2n1n2_n1_n2)

H1 : Fluctuacién Re > Rn1,n2,1—a

Contraste de autocorrelacion

{H() : Aleatoriead (n1+n9)2(ny+ng—1)

Hp:  Incorrelada 2 (@i—T)(Ti—k—T) 2
. . _ i=k+41 1-5
Hi: No incorrelada Tk = = "rk| > T
> (zi—2)?
i=1
= 2) S i > 2
Qe = n(n + )Zk:l n—FK Qe > Xm—1,a
Test x? para una muestra

HQI FxEFO k )2
Hy: Fx#F X2: Z 7(’”1 EZ)

i=1 i

2 2
Xe > X k—p—1,1—«

Kolmogorov—Smirnov para una muestra

n .
H: Fy#F, |D=mix {o, miix [% - Fg(:c(i))} } De > Dy
1=

H(] : FX = FO i n i1
Hy: Fx>I D~ = méix {O,malx [Fo(x(i)) — %}} D;f > Dy 24
1=

{
{HO: Fx = F)
{
{

n
Hy: Fx=F,
H: Fy<B D, = méx {D;f, D>} D7 > Dpoa
Shapiro-Wilk
b2
{Hg : X ~ Normal W= (TL — 1)‘902
Hl : X '74 Normal n/2 We < Wn@
b=">" an—it1(Xn-i+1) — X(i))

=1

Tabla 5.2: Contrastes no paramétricos I
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Hipétesis Estadistico R. Critica
Test de los signos
T = N° de valores inferiores a Cp T. <k
{Ho . C=0Cy
Hy: C#C Bajo Hy, T ~ B(n/,p) U
P[T<k]<g PT>k]<% Te > ko
{HO o C=C)
Hi: C<(Cy P[Tﬁkl]ga T. <k
{Ho . C=C)
H: C>CC) P[T>l€2]<0x Te > ko
Test de Rangos-Signos (Wilcoxon para una muestra)
Ho: M,= M.,
Hy: M. # M., T, =min{T+, T} Te < Ty
Ho: M= M.,
Hy: M.< M, Si n grande se usa: TT <Tya
HO : M, = M, + _
{H1 . M. > M, AT” —n(nt 1) A0, 1) |7~ < T

7= anr )ent )3

Tabla 5.3: Contrastes no paramétricos II
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Hipétesis Estadistico R. Critica

Test U. Mann-Whitney

ni(nt +1
Ui =n1 19 1(;)—R1
Hy: Fx=Fy na(no +1
{Hl . Fx #Fy U2=n1'n2+2(3)—32 Ue < Unyngsa
{HO : FX = Fy Ue = mfﬂ{Ul,UQ}
Hy: Fx<UFy Siny,ne > 9 se usa: Ui < Upinssa
H() . FX = Fy
i BER v <2 ol ”2“)> Uz < Uny nssa

Kolmogorov-Smirnov para dos muestras

Fx, Fy,

Ny Ny

{Hoi FXEFY
H,: Fx#Fy D, = méx

7

De > Dnl,ng,a

Test de los signos (2 muestras relacionadas)

Hy: M.(d)=0 d=z—-y
M.(d) #0 Se aplica el test de los signos.

Test de Wilcoxon (2 muestras relacionadas)

Hy: M.(d)=0 d=z—-y
M.(d) #0 Se aplica el test de Wilcoxon.

Tabla 5.4: Contrastes no paramétricos I11
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6. Ejercicios
6.1. Ejercicio resuelto

5.1 Una conocida empresa esté considerando su fusién con una
de las dos cadenas de televisiéon més importante del pais, la cadena A y la
cadena B, por lo que decide realizar un estudio sobre el nivel de audiencia
en cada una de ellas. Elige aleatoriamente distintas horas de la semana
y mide el nivel de audiencia, en millones de personas, obteniendo las
muestras:

CadenaA‘6’4 g9 9 27 45 10 9 49 3 7 15
CadenaB‘ 8 59 10 15 175 9 3 32 6 8 16

a) Utilizando la informacién procedente de la funcién de
distribuciéon empirica, jexisten diferencias significativas, a un nivel de
confianza del 95 %, en las distribuciones de los niveles de audiencia de
las dos cadenas?

b) Si se admite que ambas muestras proceden de poblacio-
nes Normales, jse puede afirmar que la cadena A presenta més dispersiéon
en el nivel de audiencia que la B, al mismo nivel de confianza que en el
caso anterior?

Solucion:
a) Sean X e Y las variables aleatorias que representan los
niveles de audiencia de las cadenas A y B, respectivamente. Sean F y G
sus correspondientes funciones de distribucién. Para contrastar si F y G
son iguales utilizando las funciones de distribucién empiricas, se recurre
al test de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras.

Para el contraste:

{HO:F(QS):
HlF(.ﬁ)#

se utiliza el estadistico
Degp = méx |Fyy(z) — Gn(y)|,

La siguiente tabla recoge los valores de las funciones de distribucion
empiricas de ambas muestras:
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27 1| 1/11 3 (1] 1/11
31 2/11 32 | 1] 2/11
45 1| 3/11 59 | 1| 3/11
29| 1| 411 6 | 1] 4/11
64| 1 5/11 8 2 6/11
7 1 6/11 9 1 7/11
89| 1| 7/11 10 | 1] 8/11
9 2 9/11 15 1 9/11
10 | 1| 10/11 16 1] 10/11
15| 1 1 175 ] 1 1

Por tanto, si se consideran las diferencias de las distribuciones
empiricas de ambas muestras y se calcula el maximo en los valores mues-
trales, se obtiene que

) 2 /
Degp = max |Fy(z) — Gp(y)| = = 0'1818.
Puesto que Dnl,ng,a = D1171170/05 = 6/11 = 0’5455 > 01818 = Dexpa no
puede rechazarse la hipétesis de igualdad de distribuciones.
b) Suponiendo que ambas distribuciones son Normales, es
decir, X ~ N(u1,01) e Y ~ N(u2,09), el contraste que se plantea ahora
para averiguar si la cadena A tiene mas dispersion es el siguiente:

H()ZO’%ZO’%
Hy : 0? < 03

donde las medias @ y p2 son desconocidas. Para ello, se recurre al

estadistico
SQ

1
2
Se,

Calculando las cuasivarianzas muestrales, se obtiene

F=

~ Lny—1ng—1-

1 o 1o\’
= [t o (L)
nx — 1 X \i=
1 8042
= — |716'72 - = 12'9069
10 [ 1 ]



142  Capitulo 5. Contrastes no paramétricos

1 10162

10

Sz, [1186’3 - } = 24'7885

y por tanto, Fegp = %ggg = 0'5207.
Para el nivel de significacién 0’05, se tiene que
Fry—1ny—1 = Fro10 = 298,

que es mayor que el F,,,. Por tanto, no se puede rechazar la hipdtesis
de que la dispersion de la cadena A sea mayor que la de la cadena B.

6.2. Ejercicios propuestos

5.1. En los ultimos 200 sorteos de la loteria nacional, la tltima
cifra del nimero premiado fue

Cifra 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencia 12 24 18 14 28 24 26 16 8 30

Determine si se ajustan estas frecuencias empiricas a la distribu-
cion tedrica que les corresponderia.

5.2. Una determinada empresa estd interesada en construir una
gasolinera en sus terrenos, sin embargo, la realizacién del proyecto de-
pende de la distribucion de llegadas de vehiculos. Para conocer dicha
distribucion se consideran 900 periodos de tiempo de 5 minutos cada uno
en una gasolinera de una zona con caracteristicas parecidas, contandose
a su vez el nimero de coches que llegan. El resultado de tales averigua-
ciones fue el siguiente:

Valores variable | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 >9
Frecuencia ‘195 301 210 120 45 22 5 1 1 O

Proponga la distribucion que siguen los datos anteriores y estudie
si se ajusta a ellos.
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5.3. La siguiente tabla recoge el nimero de accidentes mortales,
por dia, contabilizados en una ciudad durante 200 dias:

Accidente/dia‘ 0o 1 2 3 4 5
Frecuencia ‘50 72 44 22 10 2

Proponga un modelo de distribucién y estudie su ajuste.

5.4. Una conocida empresa de coches esta realizando un estudio
sobre la vida de sus motores. Para ello, se decidié llevar a cabo un
estudio sobre 70 motores, observando que la vida media era de 1’6 anos.
Agrupando los valores observados por clases, se obtuvo lo siguiente:

Afos funcionamiento | [0,1) [1,2) [2,3) [3,4) [4,00)
Frecuencia ‘ 30 23 6 ) 6

Estudie si la vida de los motores sigue una distribucién exponen-
cial.

5.5. A partir de la siguiente realizacién muestral de tamano 500,

(—00,0)  (0,3) (3,5 (57 (7,9) (9,11)
36 70 54 86 44 50

(11,13) (13,15) (15,18) (18,21) (21,00)
40 24 36 24 36

donde la primera fila corresponde a los valores de la variable y la segunda
al ntimero de valores de la muestra dentro de cada intervalo.

a) Verifique la hipdtesis de que ha sido extraida de una
poblacién N(10,5) a un nivel de confianza del 90 %.

b) ;Es posible que los valores muestrales se hubieran ex-
traido de una Normal con pardmetros distintos a los anteriores?

c) Proponga valores para u y o, y repita el contraste.
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5.6. Estudie, utilizando el contraste x? de bondad de ajuste, si
la siguiente muestra de tamano 30 procede de una Normal:

107 9 91 80 103 88 101 106 112 106
93 88 101 109 102 99 93 86 100 99
104 116 87 93 106 102 &9 96 104 90

5.7. Con el fin de estudiar el tiempo de vida, en horas, de las
baterias de 7 voltios, se extrae aleatoriamente un muestra de 10 de ellas,
obteniéndose los siguientes resultados:

28'9,15'2,28'7,72'5,48'6,52'4,37'6,49'5,62'1, 54'5.

Proponga un modelo de distribucién de probabilidad y estudie su ajuste.

5.8. A partir de los datos del ejercicio anterior contraste la
hipétesis de que éstos procedan de una poblacién Normal, utilizando
para ello el contraste de Shapiro—Wilks.

5.9. Utilizando el contraste de Kolmogorov—Smirnov—Lillierfors,
contraste la hipétesis de normalidad de los siguientes datos:

27,23,17, 18,17, 30, 22, 26, 16, 23, 20, 22, 16, 21, 17.

5.10. A partir de los datos muestrales del ejercicio anterior y
suponiendo que éstos hayan sido extraidos en ese orden, contrasta la
hipdtesis de que la muestra sea aleatoria.

5.11. Contraste la hipdtesis de que la siguiente m.a.s. proceda de
una distribucién B(9,0'3), para un nivel de significacién del 10 %.

Valores variable ‘ 0 1 2 3 4 5
Frecuencias |84 196 210 136 50 14

6 7 8 9
6 2 2 0
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5.12. A partir de los siguientes datos de distribucién de frecuen-
cias, contraste la hipotesis de que tal muestra proceda de una distribu-
cién Normal, para un nivel de significacién de 0/05.

(=1,0) (0,0’5) (0'5,1) (1,1’5) (1’5,2) (2,25) (2'5,2'8)
554 228 844 584 366 256 168

5.13. Se pretende realizar un estudio sobre la influencia de un
determinado firmaco en el tratamiento de la celulitis para lo cual se
estudié el peso de cada paciente antes y después del tratamiento. A partir
de una muestra de 32 pacientes los resultados fueron los siguientes:

Antes 73 99 75 84 102 84 65 T0 78 T5 T8
Después | 69 93 78 8 99 80 67 72 73 71 78

Antes 82 64 72 71 64 85 94 89 57 59 67
Después | 80 61 74 76 63 85 94 88 54 56 65

Antes 96 97 73 58 57 63 81 84 80 67
Después | 95 99 75 56 57 62 80 8 78 68

Decida, utilizando el test de los signos, si ha habido una alteracién sig-
nificativa en el peso.

5.14. Para medir la introversion se aplica a 12 individuos un test
de personalidad en sus dos variantes, 1 y 2, que se supone la miden por
igual. A partir de los datos de la siguiente tabla, compruebe mediante
el test de rangos de Wilcoxon, con un nivel de significacion del 5%, si
es cierto que las formas 1 y 2 miden por igual la introversién:

Individuo ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Formal |12 18 21 10 15 27 31 6 15 13 8 10
Forma2 |10 17 20 5 21 24 29 7 9 13 8 11

5.15. En una clase de matematicas el profesor plantea a los alum-
nos dos problemas, P y Q, asignandole a cada uno un problema al azar.
Con el fin de estudiar si existian diferencias de dificultad entre ambos
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problemas, el profesor fue anotando el tipo de problema a medida que
iban entregando, obteniendo la siguiente secuencia:

QQQPPQPQQRQPQPPQPPP.

Estudie si existian diferencias de dificultad entre ambos problemas, con
una probabilidad de error de tipo I menor del 5 %.

5.16. Para estudiar cudl de los dos tratamientos contra la artrosis
es mas eficaz se eligen aleatoriamente dos muestras de 10 y 22 pacientes
a los cuales se les somete a los tratamientos 1 y 2, respectivamente.
Pasados tres meses se valoran ambos tratamientos de manera que el
tenga mayor puntuacion serd mas eficaz. La tabla siguiente refleja los
resultados obtenidos:

Tratamiento 1 | 12 15 21 17 38 42 10 23 35 28
Tratamiento 2 | 21 18 42 25 14 52 65 40 43 35 18
56 29 32 44 15 68 41 37 43 58 42

Aplicando el test U de Mann—Whitney, decida si existe diferencia
entre los tratamientos.

5.17. Tras un experimento donde se realizd un cruce entre gatos,
se obtuvo que de 64 descendientes, 10 eran negros, 34 grises y 20 blancos.
Segun la genética, la proporcién de estos numeros deberia ser 3:9:4.
Decida si los datos obtenidos en el experimento estan de acuerdo con la
genética, para un nivel de significacién del 5 %.



