Inferencia

Estadistica

(Teoria y problemas)

I. Espejo Miranda
F. Fernandez Palacin
M. A. Lépez Sénchez
M. Munoz Marquez
A. M. Rodriguez Chia

A. Sanchez Navas

C. Valero Franco



© Servicio de Publicaciones. Universidad de Cadiz
I. Espejo Miranda, F. Ferndndez Palacin, M. A. Lépez Sanchez, M. Munoz
Miérquez, A. M. Rodriguez Chia, A. Sdnchez Navas, C. Valero Franco

Edita: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cédiz
c/ Doctor Marafién, 3. 11002 Céadiz (Espafia)
www.uca.es/publicaciones

ISBN: 978-84-9828-131-6

Se concede permiso para copiar, distribuir y/o modificar este documento bajo los
términos de la Licencia de Documentacién Libre de GNU, Versién 1.2 o cualquier
otra versién posterior publicada por la Free Software Foundation. Una traduccién
de la licencia estd incluida en la seccién titulada “Licencia de Documentacién
Libre de GNU”.

Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document under the
terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any later version
published by the Free Software Foundation. A copy of the license is included in
the section entitled “GNU Free Documentation License”.



Inferencia Estadistica (Revisién: Marzo 2007)

I. Espejo Miranda, F. Ferndndez Palacin, M. A. Lépez Sdnchez,
M. Munoz Mdrquez, A. M. Rodriguez Chia, A. Sdnchez Navas,
C. Valero Franco

(©2007 Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cadiz
http://www.uca.es/teloydisren

Capitulo 4

Contraste de hipotesis

1. Conceptos basicos

Este capitulo estd dedicado al estudio de los contrastes de hipéte-
sis, sin lugar a dudas, la técnica mas utilizada para tratar problemas de
Inferencia Estadistica. En primer lugar, con el objetivo de conseguir una
primera aproximacién a la metodologia empleada en los contrastes de
hipétesis, se propone un ejemplo, en el que de forma natural e intuitiva se
van a usar técnicas de resolucién de dichos problemas que posteriormente
se justificaran desde un punto de vista tedrico.

Este capitulo trata los contrastes paramétricos de una y dos mues-
tras, dejando para el tema siguiente los contrastes no paramétricos.

Ejemplo 4.1 Eldiametro de un individuo adulto de una especie
de Estrella de Mar en una region surmediterranea
esta representado por una variable X con distri-
bucién N (u,1'3). Por estudios realizados en otras
zonas sobre animales de la misma especie se ha
estimado un didmetro medio de 7’4 cm. Interesa
estudiar si nuestra variable tiene el mismo com-
portamiento; es decir, si el didmetro 7’4 es valido
para la region surmediterrdnea. Estadisticamente
tendriamos que elegir entre:
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Hy:pu=74 y Hy:p#T4.

Hj se dice Hipoétesis Nula, mientras que Hy es la
Hipdtesis Alternativa.

Para decidir entre una u otra se selecciona una
muestra de 100 individuos y se analiza si la in-
formacion que ésta ofrece es compatible con Hy o
no.

Puesto que el parametro bajo estudio es la media
poblacional, u, es Iégico utilizar en el proceso infe-
rencial su estimador ideal, esto es, la media mues-
tral, X. A partir de dicho estimador se establece
un criterio de decision: a groso modo, si la diferen-
cia entre X y 7'4 es grande habra que rechazar Hy,
actuando en sentido contrario si la diferencia es pe-
quena. Debido a que la media muestral en poblacio-
nes Normales tiene una distribucién N(u,o/\/n),
la variable

X - 174
1/3/1/100

sigue una distribucién N(0,1), cuando Hy es cierta.

A partir de esta variable aleatoria se debe precisar
también lo que se entiende por diferencias grandes,
asi como, acotar la probabilidad de cometer errores
cuando se realice la toma de decisiones. Todo ello,
se ird analizando a lo largo del presente capitulo.

A continuacion, se define lo que se entiende por hipdtesis estadisti-
ca y contraste de hipdtesis, observando que en la literatura se pueden
encontrar sinénimos de este tltimo término tales como prueba estadisti-
ca, test de hipdtesis o docima.

1.1. Las Hipdtesis

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura sobre la
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distribucién de una o més variables aleatorias, o bien, sobre alguna ca-
racteristica de las mismas.

La hipétesis que se desea contrastar se denomina Hipdtesis Nula,
mientras que la que se acepta cuando la evidencia muestral esta clara-
mente en contra de ésta se denomina Hipdtesis Alternativa.

Si se quisiera contrastar la hipdtesis de que un cierto parametro
0 de una poblacién toma un valor dentro de una regiéon Qg siendo © el
campo de variaciéon de dicho pardmetro, la Hipdtesis Alternativa debe
contemplar que el pardmetro tome valores en una regiéon ©;.

Cuando los subconjuntos ©y y ©1 se componen de un unico ele-
mento las hipdtesis correspondientes se denominan simples y, en caso
contrario, hipétesis compuestas.

Se define contraste de hipotesis como un procedimiento inferencial
consistente en rechazar o no, una hipétesis de tipo estadistico sobre una
poblacion, teniendo en cuenta la Hipotesis Alternativa y la evidencia ex-
perimental proporcionada por una muestra particular obtenida de dicha
poblacién.

En otras palabras, un contraste de hipdtesis supone una particion
del espacio muestral en dos regiones, regiéon de aceptacién y regién critica
o de rechazo, de forma que si la muestra considerada se encuentra dentro
de la regién critica se rechaza la Hipodtesis Nula, mientras que en el
caso contrario no se rechaza dicha hipdtesis al no existir evidencias para
rechazarlas.

Debe tenerse en cuenta que el no rechazo de la Hipdtesis Nula no
supone ninguna garantia de la certeza de ésta, sino la falta de evidencia
en contra de su veracidad. Se podria asimilar la Hipdtesis Nula a una
persona que estd siendo juzgada segin el principio de presuncién de
inocencia, de forma que solo se rechaza su inocencia, es decir, la Hipdtesis
Nula, en caso de encontrar pruebas suficientes en contra.

A la vista de la definicién, se podria decir que un contraste es una
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regla de decisién, pero dado que a la hora de adoptar dicha decisién y, co-
mo se vera en el desarrollo del capitulo, no se estara a la misma distancia
de ambas hipétesis, sino que se darda mucho mayor crédito a la Hipdtesis
Nula, se trata mas bien de una regla de decision—confirmacién. Por ello,
teniendo en cuenta el desequilibrio entre las hipdtesis, sélo se deberia
contrastar aquello sobre lo que se tuviera una justificada sospecha de su
certeza.

1.2. Clasificacion de los contrastes

Dependiendo del grado de conocimiento de la distribucién de la
poblacién bajo estudio, se distingue entre contrastes paramétricos y no
paramétricos. En el caso de que dicha distribucién sea conocida salvo
parametros, los tipos de contrastes que se realizan son del tipo paramétri-
co, siendo su objetivo intentar obtener informacién sobre los parametros
desconocidos de la distribucién de la poblaciéon bajo estudio. En el caso
de que dicha distribucién sea desconocida, los contrastes son de tipo no
paramétrico, siendo su objetivo intentar determinar alguna caracteristi-
ca de la poblacién o de la muestra bajo estudio.

Puesto que los contrastes paramétricos utilizan més informacién
que los no paramétricos, ofrecen mejores resultados. Por ello, siempre
que sea posible se debe recurrir a los primeros.

1.2.1. Tipos de contraste sobre parametros

En primer lugar, se distingue entre contrastes con Hipdtesis Nula
y Alternativa simples y aquellos que tienen alguna de estas hipdtesis
compuestas. En segundo lugar, dentro de estos iltimos, dependiendo de
la estructura de sus hipdtesis, se distingue entre los siguientes tipos de
contrastes:

1. Contrastes bilaterales: en ellos se propone un valor puntual para
el parametro bajo estudio, de forma que se rechazara bien porque
la evidencia muestral lleve a decidir que el valor es mayor que el
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propuesto o bien que es menor. Formalmente:

H019:(90
Hy:0+ 6

2. Contrastes unilaterales: en ellos se propone que el valor del para-
metro se encuentre bien por debajo o bien por encima de un cierto
valor. Las dos situaciones se plantearian de la siguiente forma:

HO:GZQO H()ZQSQO
Hy:0<6 Hy: 0> 6

Se puede observar que en todos los casos el signo igual esta incluido en
la Hipotesis Nula, el motivo de ello se encuentra en el enfoque que se va
a utilizar para realizar el contraste.

2. Los errores de un contraste

A continuacién y relacionado con la cuestién anterior, se detallan
las consecuencias derivadas de la decisién que se adopte sobre el rechazo
o no de la Hipdtesis Nula. Antes de ello, véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2 Imaginese que se quiere contrastar la hipdtesis de
que un parametro de una poblacion toma exacta-
mente el valor 5, sobre lo cual se tienen fundadas
sospechas. Para ello, se dispone de una m.a.s. de
tamano 100 extraida de dicha poblacion, de forma
que la regla de decisién va a ser: si en la muestra
hay al menos 50 valores en el intervalo [4'75,5'25]
se admite la Hipotesis Nula y si no es asi se rechaza,
concluyendo que el valor del parametro es distinto
de 5.

Tal como esta planteado el contraste del ejemplo no viola ninguna
de las exigencias requeridas. Sin embargo, presenta ciertas carencias, la
principal de ellas es que no se puede dar ninguna medida que garantice
la bondad de la decisiéon adoptada.
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2.1. Actuaciones asociadas a un contraste de hipdtesis

El cuadro siguiente refleja las repercusiones que se derivan de la
decisién que se adopte en la realizacién de un contraste:

Decision estadistica
No rechazar Hy Rechazar Hy
Estado Real Hj cierta Correcta Error tipo I
de la cuestiéon Hj falsa Error tipo II Correcta

Trasladando a términos probabilisticos los resultados de las actua-
ciones se tiene:

P[Rechazar Hy/Hy cierta] = «, se denomina nivel de significacion
del contraste.

P[No rechazar Hy/Hy cierta] = 1 — a, denominado nivel de confianza.

P[Rechazar Hy/Hj falsa] = 1— 3, serd la potencia del contraste.

P[No rechazar Hy/Hy falsa] = [3, serd el riesgo del contraste.

Puesto que en la préactica no se sabra si la decision adoptada es
correcta o no, habra que elegir contrastes que minimicen las probabilida-
des de error de tipo I y II. Sin embargo, esto no es posible ya que dichas
probabilidades son, en cierto sentido, complementarias, ya que cuando
disminuye una aumenta la otra. Por ello, el criterio que se utiliza es el
de fijar el nivel de significacidn, eligiendo de entre todos los test posibles
con ese nivel de significacién aquel que haga minimo el riesgo o, lo que
es lo mismo, maxima la potencia.

En general, la potencia del test dependera de la realidad de la
situacién, que sera desconocida, por lo que lo ideal sera utilizar, si es
que existe, el test denominado wuniformemente mds potente, es decir,
aquel que se comporta mejor que el resto en cualquier situacién.

Por dltimo, la reduccién simultdnea de los dos errores, una vez
seleccionado el contraste a utilizar, solo sera factible si se dispone de
una mayor informacion, es decir, si se aumenta el tamafno de la muestra.

Ejemplo 4.3 Sea X una variable con distribucién Exponencial



Ejemplo 4.4

4.2 Los errores de un contraste

de parametro 6. Se desea contrastar
Hy:60=1
H1 :0=2

Para realizar el contraste se toma como region de
aceptacion para una muestra de tamano 1 el inter-
valo [0,T). Los errores o y 3 vienen dados por:

a = P[Rechazar Hy/Hy ciertal

= PX>T/0=1]
= f;oo e Pdr =e T
y por tanto T’ = — log o, mientras que

B = P[No rechazar Hy/H, falsal
= PO0<X<L<T/§=2]
= Jo o8 9 =2y,
- 1- e210ga

con lo que la relacion entre las probabilidades que-
da B = 1 — a?, lo que significa que cuando uno
crece el otro decrece y viceversa.

Sea X una variable aleatoria que se distribuye
seguin N (u,1). Se desea realizar el contraste

H()Z/L:O
H:p=3

La regla de decision que se va a utilizar es la si-
guiente: si una muestra de tamano 1 pertenece
al intervalo (—o0, 2'575) no se rechaza Hy, en caso
contrario se rechaza. Se procede a calcular el nivel
de significacion y la potencia del test.

a = P[Rechazar Hy/Hy cierta]
— PIX > 2575/ = 0]
= P[Z > 2'575] = 0005

mientras que

87
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1—p = 1— P[No rechazar Hy/H, falsa
= 1— P[X < 2575/p = 3]
— 1- P[Z < —0/425] = 0/6646.

Ejemplo 4.5 Sien el ejemplo anterior se elige como region de
aceptacion (—3,2'69), entonces

a = P[(X<-3)U(X>269)/u=0]
= P[Z < 3]+ P[Z > 269
00014 + 0/0036 = 0/005.

Es decir, el mismo nivel de significacién que en el
caso anterior, mientras que

1-8 = 1-P[-3<X <269/u=3]
= 1-P[-6< Z < —031] = 0/6217.

Por tanto, si se ha de decidir entre los dos contras-
tes propuestos, puesto que el nivel de significacién
es el mismo, se elegira el primero al ser mas poten-
te.

3. El enfoque de Neyman—Pearson

El enfoque de Neyman—Pearson proporciona un procedimiento pa-
ra la obtencién de los test méas potentes en el caso de que las hipdtesis
consideradas (Nula y Alternativa) sean simples. Sin embargo, desgracia-
damente los resultados que se obtienen no siempre son éptimos, debido
a la complejidad de aplicacion del método.

3.1. Lema de Neyman—Pearson para hipdtesis simples

Sea X una m.a.s. extraida de una poblaciéon cuya distribucién
depende de un parametro desconocido, 6. Para realizar el contraste

Hy: 0 =6
H129:91

se considera la funcién de verosimilitud de la muestra, L(X, ), en cada
uno de los valores del parametro que proporciona cada hipdtesis, es decir,
L(X,0p), en la Nula y L(X,0;) en la Alternativa. El lema de Neyman—
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|
PIX € C/Hy] = a

es de maxima potencia para el contraste anterior, a un nivel de signifi-

Pearson dice que la regién

IN

_ L(X, 6o)
C = {XGQL(X’G(I))

tal que

cacion a.

Para determinar la constante K y con ella la regién critica, se
puede considerar el estadistico T'(X,6p,6:1), de manera que la regién
critica C' vendria dada por

C= {X € Q’T(X790791) < Kl} .
Asi pues, conociendo « 0 la potencia del test, se tiene que

a=PX€cC/H)] = P MSK/HO

= P[T(X700791) SKI/HO]
La determinacion de la constante puede hacerse en cualquier momento

de la cadena de igualdades, aunque la determinacién de la distribucién
del estadistico T, como ya se comenté al principio, puede ser complicada.

Ejemplo 4.6 Se considera una m.a.s. de tamano n extraida de
una distribucién N (u, 1) y se desea realizar el con-

traste
HO . l,L = 0
H nw=1
Para ello se obtiene el cociente de verosimilitudes
P S
L(x17x27"'71’n70) _ ﬁe ﬁe
L(II’IQ’“VI”J) 1 _(1‘1# 1 _(rn—l)z
Vo= e e
_?:71”%2
e B)

= V)
- e 2 witn
e 3

n n
= e Xim1%ity
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de forma que C' estard formada por los puntos que
verifiquen

672?:1 "EZ+% < K7

tomando logaritmos
- n
i=1

luego

n
>
i=1 _logK +1=K1-

n n 2

Vv

Es decir, la regién critica es del tipo X > K.

4. Metodologia de Fisher para la realizacién de un
contraste paramétrico

El enfoque de Neyman—Pearson se basa en el conocimiento de
la distribucién del estadistico T'(X, 6y, 61), pero no siempre se puede
conocer dicha distribucién. Para esos casos donde no es posible aplicar
Neyman—Pearson, se plantea una metodologia alternativa propuesta por
Fisher que parte del conocimiento de la estructura de probabilidad de
la poblacién bajo estudio y consta de los siguientes pasos:

1. Definir la Hipdtesis Nula a contrastar sobre el parametro 6 objeto
de estudio, que puede concretarse en Hy : 8 = 6y, lo que determi-
nara la Hipdtesis Alternativa, Hy : 6 # 6.

A
2. Dar una medida, d(0 (X), 6p), de la discrepancia entre la evidencia

A
muestral, X, representada por el estimador de 0, § (X) y Hop, de
tal forma que d tenga una distribucién conocida cuando Hy sea
cierta.

A
3. Tomar una muestra, obtener la estimacién del pardmetro, § (x), y
A

calcular dy = d(@ (z), o).



4.4 Metodologia de Fisher... 91

4. Si dy es muy grande, es decir, si P[d > dy] es muy pequena, menor
que «, se rechaza Hy, mientras que si P[d > dy| > «, no se rechaza
Hy.

La expresion concreta de d depende del criterio o, como dice Fis-
her, de la imaginacion del investigador. Asi, el propio Fisher propone
como medidas:

A
1. d =0 -0
A
2.d= ’ 0 —90‘
A
3.d= (9 —490)2
4 d= 0t
2
9

—_ 2 . . R 7 . .
5. d= (90_720) — X3, si el estimador utilizado es de maxima verosi-
A
0
militud.
Al igual que en el enfoque anterior, el nivel de significacion es el

que determina la region de aceptacién y la de rechazo, para lo que se
calcula el valor d., tal que

Pld > d./Hy| = a

de forma que si dy > d. se rechaza la Hipd6tesis Nula, no rechazandose
en caso contrario.

A la probabilidad
p= P[d > do/H()]

se le llama nivel critico o p-valor (p-value) del contraste. Cuando p > «
no se rechaza Hy mientras que cuando p < « se rechaza, ademas, el
nivel critico proporciona una informacién adicional de las garantias con
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las que se rechaza o no la Hipotesis Nula. Asi, si p estd proximo a « hay
que ser mas prudente en la decisién que se adopte, pudiendo recurrirse,
si fuera posible, a conseguir més informacion tomando mas elementos
muestrales o una nueva muestra. En cambio si p es mucho mas pequenio
o mucho mas grande que «, la decisién adoptada estard mas respaldada.

Ejemplo 4.7 Se considera una poblacién N(u,1) de la que se
extrae una m.a.s. de tamano 16 para realizar el
contraste

{H():,LL:1
Hy:p#1

de forma que ¥ = 1'5. Se supone a = 0/05.
Como medida de la discrepancia se toma:
X —p
a//n

es decir, se estiman las diferencias en valor absolu-

d(X) =

o X—
to. Para calcular el punto critico, puesto que U/\/’%

sigue una distribucién N (0, 1), se tiene que;
Pld>d.=a & Pl-d.<Z<d.]=005.

Buscando en las tablas resulta que d. = 1'96. Por
otra parte, se tiene que

5—1| _

1/V16|

por lo que se esta dentro de la region critica. Es
decir, hay que admitir que la media de la poblacion

es distinta de uno, para un nivel de significacién de
0'05.

do

El nivel critico del test es igual a
P[|Z| > 2] = 2P[Z > 2] = 0/046.

Por tanto, hay que mostrar ciertas reservas en la
decisiéon tomada ya que 0'046 estd muy préximo a
0'05.
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Ejemplo 4.8 Con los mismos datos del ejemplo anterior, se su-
pone que la desviacion tipica de la poblacion es
desconocida y que S,, = 1'2, desedndose realizar el
contraste

Hy:p<1
H1:,U,>1.

Ahora preocupa el comportamiento en los valores
del parametro a la derecha de uno, donde debe con-
centrarse la region critica. Como medida de la dis-
crepancia se toma

dX) = 755/(%’1‘_1 :

Al ser d ~ t,_1, el punto critico viene dado por
P[d > dc/Ho] =0 < P[t15 > dC/Ho] = 0/05,
buscando en las tablas se encuentra que
d. = 1'7531.
Puesto que
15 -1
dO = =
12/+/15

debe rechazarse Hy y concluir que la media de la
poblacion es mayor que uno para un nivel de sig-
nificacién de 0'05.

1'94

El nivel critico viene dado por

P[t15 > 1/94} = 0036.
5. Contraste de la razén de verosimilitudes

En el apartado anterior, se hablé de una metodologia basada en
una medida de la discrepancia definida en términos de la diferencia entre
el valor asignado al parametro en la Hipdtesis Nula y el que se obtiene
a partir de un estimador del mismo. En esta ocasion, se propone un
método alternativo donde la medida de la discrepancia se basa en la
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comparacién del maximo de la funcién de verosimilitud evaluada en la
Hipdtesis Nula y el maximo absoluto de la misma. Dicha metodologia
se llama método de razon de verosimilitudes.

Dada una poblacion representada por la variable X cuya distribu-
cién depende de un parametro 6, se desea contrastar

Hy:0 €0
H,:0€ 06,

con ©® = Oy U0O;.

Para realizar el contraste se toma una m.a.s., X, y se calcula
miix L (X, 0)
ANX) = 7%
(X) méax L(X, 0)
0cO

Se puede comprobar que

1.0<A<1

A
2. Si existe el estimador maximo—verosimil, §, entonces

mix L(X, 0)
0€0q

AX) = ;
L(X.6)

Una vez calculado A(X) el desarrollo del test es muy intuitivo; asi, se
busca un numero k£ € (0,1), tal que si A(X) < k se rechaza Hy. La
desigualdad A(X) < k determina una regién C en el espacio muestral,
tal que si x € C se rechaza H(, no rechazandose en caso contrario. Para
calcular el valor de k, fijado un nivel de significacién «, se procede como
sigue

P[X € C/0 € ©] = PIANX) < k/6 € Og] < a.

Sélo se tiene garantizado que el valor de k queda univocamente deter-
minado cuando la Hipétesis Nula es simple.

Como consecuencias intuitivas del contraste, se tiene que:
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1. Si se verifica que A\(z) = 1 > k entonces no hay evidencias para
rechazar Hy.

2. El no rechazar Hy depende, en primer lugar, de lo préximo que se
encuentre O del estimador maximo—verosimil, caso de existir, y
en segundo lugar, de la curvatura de la funcién de verosimilitud,
de forma que cuando dicha curvatura es muy pequena resulta mas
dificil rechazar Hy, haciéndose menor la capacidad de discrimina-
ci6n de A(X).

En el caso de Hipdtesis Nula simple frente a Alternativa simple,
el contraste de la razon de verosimilitudes coincide con el de Neyman—
Pearson. Ademds, si existe un estadistico suficiente para el parametro, el
contraste de la razon de verosimilitudes es funcién de dicho estadistico.

Ejemplo 4.9 Sea una poblacién N(u,1). Se quiere realizar el
contraste

Hi:p#1

a través del método de razén de verosimilitudes.
Para ello se toma una muestra de tamano n y se
fija el nivel de significacion «.

{Holu—l

Puesto que el maximo del parametro para la fun-
cién de Verosimilitg\d se alcanza en el estimador
méximo—verosimil, ly;y= X, y la Hipétesis Nula
solo contiene el valor p = 1 del parametro, la razon
de verosimilitudes viene dada por

( 1 )" _ER-n?

T e 2

\ 4T

)\(1) - 1 n 7227,:1()(1__?)2
[E— e 2
()

por lo que operando se tiene que

_n(1-x)2
2

MX) = e

La region critica del contraste viene dada por
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_ n(1-X)2

e 2 < k
donde el valor de k se obtiene imponiendo que
PINX) <k/H)] = «

es decir, tomando logaritmos

—3(1-X)* < logk
(1-X)2 2log k

>
Y 2
1-X| > /=-logk =K.

Puesto que bajo Hy se verifica que X ~ N(1, ﬁ),
se tiene que fijando o = 0/05,

005 = PIAX) <h/Hy|=Pl[1 — X|> K/ Hy|
= P[X<1-K/H|+P[X>1+ K/Hy
= P[Z<—\/nK]+P[Z>/nK]

y por la simetria de la Normal
PlZ < —/nK] = 0025
P[Z > nK] = 0025
de donde \/nK = 196, suponiendo que n = 100,
K = 0196, quedando la region critica como:

R. = {X€Q|X—-1]>0196}
o lo que es lo mismo, la regién de aceptacion seria

R, : (/804 < X < 1'196.
6. Contrastes en poblaciones Normales

El procedimiento que se sigue para realizar los contrastes es el de
aplicar si es factible el Lema de Neyman—Pearson. En los casos que ello
no sea posible, se aplica el Contraste de la Razén de Verosimilitudes
y si tampoco esto fuera posible, se aplica la Metodologia de Fisher. No
obstante, en poblaciones Normales los contrastes coinciden en la mayoria
de los casos, sea cual sea el método que se utilice.
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6.1. Contrastes sobre una poblacion

Sea una m.a.s, X, extraida de una poblacién N(u, o). La tabla 4.3
proporciona las regiones criticas en funcién de las distintas situaciones
que se pueden presentar.

6.2. Contrastes sobre dos poblaciones

En primer lugar, habria que distinguir si las muestras son extraidas
de poblaciones Normales independientes o por el contrario, se trata de
muestras apareadas.

Supoéngase X1, Xo, -+, Xy, v Y1,Ya,---,Y,, dos m.a.s. extraidas
de dos poblaciones independientes, N(u1,01) y N(p2,02), respectiva-
mente. La tabla 4.4 proporciona las regiones criticas en funcién de las
distintas situaciones que se pueden presentar.

Cuando las dos m.a.s., X1, Xs, -, X, e Y1,Yo,---.Y,,, extraidas
de dos poblaciones N(u1,01) y N(p2,02), respectivamente, son aparea-
das, se considera la muestra de las diferencias y se aplican los contrastes
para una poblacion.

7. Contrastes para la proporcién

Para tamafios muestrales grandes se puede aplicar una variante
del Teorema de Linderberg—Levy, que garantiza la convergencia de la
Binomial a la Normal, obteniéndose los contrastes para la proporcién o
para la diferencia de proporciones.

7.1. Contrastes sobre una poblacion
Tomando como estimador del pardmetro p de la Binomial la pro-

porcién muestral p, basado en una muestra de tamafio n, se obtienen los
contrastes de la tabla 4.1.
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7.2. Contrastes sobre dos poblaciones

Tomando como estimadores de los pardmetros p; y ps de dos po-
blaciones Binomiales las respectivas proporciones muestrales, p1 y po,
basados en muestras de tamanos n; y ng, se obtienen los contrastes de
la tabla 4.2.



4.8 Tablas de contrastes de hipétesis 99

8. Tablas de contrastes de hipé6tesis
Hipotesis Regién Critica
Ho: p=po P
. 1—
{H1: p#po | [P—pol = Z1-g aLi

Ho: p=po p—
{le p<po| P—po<Za @

Ho: p=po ———
{H1: P>po| P—po> Ziay/ PR

Tabla 4.1: Contrastes sobre la proporcién

Hipétesis Regién Critica

Ho: p1=p2 —— ——
{H1 CopL#FDpe | |p1— Pl = Z1—%\/m(1 Py P12

ni n2

Ho: p1=p2 5 (1—p 5o (1—p
{Hl b <py | PrL—ipo < Zl_%\/m(;lpl) + P2(L2P2)

Ho: p1=p2 5 (1—p 5o (1—p
{Hl D>y | PL—ipo > Zl_%\/m(;lpl) + P2(22P2)

Tabla 4.2: Contrastes sobre dos proporciones
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Hipétesis Estadistico Regioén critica

Contrastes sobre ;1 con ¢ conocida

Ho: p=po -
Hi: p#po |Z="02n ~ NO| [Z]>7 a

Ho: p=po
Hy: p<po Z < —Zi_q

Ho: p=po
Hy: p>po Z > 71 q

Contrastes sobre i con ¢ desconocida

Ho: p=po -

Hy:  p# o t= x;—f‘)\/ﬁ ~  tp t| > th1,1-2
Hy: p=po

Hy: p<po t< ~th-11-a
Ho: p=po

Hy: p>po t>th-11-a

2

Contrastes sobre ¢“ con u conocida

2 2
0_2:0.(2) o X an,% U
2 2 2_ 1 2 2 2
0" # 0 XT=F Y Xa X" Z X n1-g
0: o’=o
. 2 2 2 2
Hy: o0°<og X* < X na
Hy: o°=o0}
Hi . 02> g2 G2 — Xini(@i—p)? 25 2
1: 07 >0 7 e— X" Z X nil-a

2

Contrastes sobre ¢~ con i desconocida

Hy: o= 0'8 X < X2n—1,% U
Hi: o®#o0;§ X = %2 ~ XE x> > X2n71,17%
Hy: o%=o}

H o’ < U% X2 < X2n—1,a
Hy: o?=o0}

Hy: o> o0} X2 X 11-a

——" " —— " — —N—
T RX
= o

Tabla 4.3: Contrastes sobre una poblacién Normal
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Hipétesis Estadistico Regién critica
Diferencias de medias con varianzas conocidas
Ho D p1— p2 =0 Z o
Do — p2 # 0o Z:\/ﬁ ~ N(0,1) Z| > Zy_a
ot o3
Hoi p1 — p2 = dop 12
Do — 2 < 0o Z < —Z1_q
0 ©op1— p2 =0
D1 — e > 9 42> Zi_q
Diferencias de medias con varianzas desconocidas e iguales
Hy: p1—p2 =0do - -
T—Y—6
{ Do —p2 #F | t= 5 yQ . |t| > tmenz*Q,l*g
\/n151+n25’2 (L_’.L) 2
0 . ,Ul _ /’Lz — (50 ni+ng—2 ny no
Do — e < 9 t < —tpitna—21-a
Ho D1 — p2 = 0o
D1 — p2 >0 bt~ tygne—2 2> tn4ns—21-a
Diferencias de medias con varianzas desconocidas y distintas
p — p2 = do o T
{ p1—p2 # 0| t= XS;Y_:QO ~ 1 t|>t,1-2
Cl+ C2
p — p2 = do )
H1 — o < do <521 532> t < _tu,l—a
7L1 7L2
= pe =00V = 7ENT T, C
p1 — p2 > do (”1 ) n1+1+< ng ) ng+1 t>1y1-a

Igualdad de varianzas con medias desconocidas

2 _ 2

Ho: of =0y 52 F ST m-tm-1g U
H, o2 # o2 F SE; ~  Fru-tne-1 [F2Fpipp-11-2
Hy : U% = 0%

Hy: O’% < O’% F<Fni-1n2-1,a
Hy: of=o0;

H, ol > o3 F2>Fni-1n2-1,1-a

Tabla 4.4: Contrastes sobre dos poblaciones Normales independientes
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9. Ejercicios propuestos

4.1. El duefio de una fabrica sostiene que su producto tiene una
vida media de 10 afios. Para comprobar tal afirmacién se toma una
muestra de 120 productos comprobandose que su vida media habia sido
de 9’6 afnos y su desviacién tipica de 1’2 afios.

a) ;{Qué se puede decir de la afirmacién del fabricante, su-
puesto que sus productos siguen una distribucién Normal, con un nivel
de confianza del 95 %?

b) ;{Cémo se veria afectada la conclusién anterior si la des-
viacién tipica hubiese sido de 1’57

4.2. Se sabe que el promedio de las calificaciones de los estu-
diantes en la asignatura de Estadistica en los 1ltimos dos afios ha sido
de 5'6. Tras tomar una m.a.s. de 30 estudiantes del presente curso, se
obtuvo un promedio de 6’4 y una desviacién tipica de 1'25. Suponiendo
que se distribuyen normalmente, ;se puede afirmar que los alumnos de
este ano obtuvieron calificaciones por encima de lo habitual?

4.3. Sea X una variable aleatoria distribuida segin una N (u, 3).
A partir de la muestra 6,7,8,3,5,6,7,8,9,1,7,6,3,8,9,7, contraste, con
un nivel de significacién de 0'05, la hipdtesis de que la media real sea 5.

4.4. Durante 100 anos la desviacién tipica de las temperaturas
anuales maximas de una ciudad ha sido de 16°F. Pero en los ultimos 12
anos se estuvo tomando la temperatura maxima los dias uno de cada
mes y dio una desviacién tipica de 10°F. Supuesto que la temperatura
se distribuya normalmente, jse puede afirmar con un 95 % de fiabilidad
que la variabilidad de las temperaturas ha disminuido?

4.5. El fabricante de un determinado aparato de medida garan-
tiza que éste tiene una desviacién tipica de 025 unidades. Transcurrido
un periodo de 9 meses, una muestra de 20 medidas proporcioné una
desviacion tipica de 0'32 unidades. ;Puede afirmarse con un nivel de
significacién del 5% que el aparato de medida estd estropeado? ;Y con
un 1% de significacién?
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4.6. Para averiguar si difieren los niveles de una determinada
sustancia quimica en dos grupos de personas, se toman muestras con los
siguientes resultados:

Muestra | n | X | S
Vitaminas | 31 | 8’5 | 5’5
Normal 25 | 4’8 | 5'1

Suponiendo normalidad, contraste tal hipdtesis a un nivel de significa-
cién de 0'05.

4.7. Se pretende estudiar si existe diferencia, en lo que a eficacia
se refiere, entre el paracetamol y un nuevo producto, Y, en el alivio
de determinados sintomas. Para ello, se seleccioné dos grupos de 10
y 16 personas y se midié el tiempo medio que tardaban los enfermos
en sentirse bien. Los resultados indicaron que mientras el primer grupo
tardaba 15’8 minutos de media con una desviacién tipica de 7’8 minutos,
el segundo lo hacfa en 13’2 minutos de media y desviacién tipica de 6’6
minutos. Si se supone normalidad en ambos casos, realice el contraste
adecuado para un nivel de significacién de 0/05.

4.8. De dos poblaciones Normales se extraen dos muestras alea-
torias X e Y, de tamano 121 y 41 y cuasivarianzas muestrales 70’2 y
76’8, respectivamente. Realice un contraste para averiguar si existen evi-
dencias para pensar que las dos muestras procedan de poblaciones con
varianza diferente, a un nivel de significacién del 10 %.

4.9. Se sabe que ciertas piezas de una méaquina tienen una vida
media de 1940 horas. Al variar uno de sus componentes se observa que
una muestra de 100 piezas ha dado una duracién media de 2000 horas
y una desviacién tipica de 150 horas. ;Se puede afirmar a un nivel de
significaciéon del 10% que el componente modificado ha supuesto un
cambio significativo en la duracién media de las piezas?

4.10. En una encuesta realizada a 200 habitantes de una pobla-
cién A, 95 personas afirmaban que preferian la playa a la montana para
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pasar la vacaciones. La misma encuesta realizada a 150 habitantes de
otra poblacion B, dio como resultado que 100 personas preferian ir a la
playa. jPuede pensarse que los habitantes de la poblacién B son mas afi-
cionados a la playa que los de la poblacién A7 Contrastese dicha hipétesis
al 99 %.

4.11. Con el propésito de saber si debe poner neumaticos dife-
rentes en los trenes delanteros (D) y traseros (T) de sus vehiculos, un
fabricante ha medido el desgaste producido en 20 de ellos después de
15000 Kms, obteniendo los siguientes resultados:

D‘23’4 21'7 18 23’2 16’8 19'1 18’7 19’8 25 21’5
T‘22’8 24’9 18 22'7 22/3 183 22’1 239 17’4 19

a) Suponiendo normalidad, ;jconfirman los datos, con un
nivel de significacién de 0’05, la hipdtesis de que el desgaste medio en el
tren delantero es de 21 unidades?

b) ;Se puede afirmar que los neumadticos sufren el mismo
desgaste en los dos trenes?

4.12. El nimero de defectos congénitos de una poblacién se dis-
tribuye segtiin una Poisson de parametro A. Se pretende realizar el con-
traste

Hy: A=03
{ Hi:2=072

para lo que se toma una muestra aleatoria de 100 individuos de la po-
blacién. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Defectuosos‘ 0 1 2
Frecuencias ‘ 84 9 3

3 4 5
2 1 1

A la vista de tales resultados, jqué conclusiéon puede obtenerse con un
nivel de significacién del 0/0257?

4.13. Se sabe que el porcentaje de curacién espontanea de una de-
terminada enfermedad es del 30 %. Para asegurar la eficacia de un nuevo
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tratamiento se selecciona aleatoriamente una muestra de 100 enfermos
v se les somete a tal tratamiento, obteniéndose que el porcentaje de per-
sonas curadas fue del 45 %. ;Se puede afirmar la eficacia del mencionado
tratamiento con una confianza del 95 %?

4.14. En un estudio realizado sobre las tendencias de los fumado-
res se seleccioné de manera aleatoria una muestra de 400 hombres de los
cuales 190 eran fumadores y otra muestra aleatoria de 800 mujeres, de
las que fumaban 300. ;Se puede afirmar que la proporcién de fumadores
es la misma en hombres que en mujeres con una confianza del 90 %?

4.15. A partir de una m.a.s. de tamano 36 extraida de una po-
blacién Normal con desviacién tipica 5 se desea realizar el siguiente

contraste:
Hy:p=14
H1 H= 17

Aplicando la regla de decisién,

si T <15 no se rechaza Hy
si T > 15 serechaza Hy

a) Calcule el nivel de significacién, «.
b) Obtenga la probabilidad de cometer un error del tipo II.
c¢) Calcule la potencia del contraste.

4.16. Una determinada empresa le propone al director de una
fabrica un nuevo método que, supuestamente, reduce el tiempo empleado
en el montaje de uno de sus productos. Con el propésito de comparar
tal método con el empleado habitualmente, seleccioné aleatoriamente a
siete de sus empleados para que llevasen a cabo el montaje con los dos
sistemas y anotd los tiempos empleados en el montaje, obteniendo los
siguientes resultados:

Trabajador ‘ 1 2 3 4 5 6 7
Método habitual | 38 32 41 35 42 32 45
Método nuevo 30 32 34 37 35 26 38
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Supuesto que el tiempo de montaje sigue una distribucién Normal,
jse puede afirmar que efectivamente el nuevo método reduce el tiempo
en méas de dos minutos?



